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LỜI CẢM ƠN 

Trong suốt quá trình học tập, nghiên cứu và hoàn thành luận án này, tôi 

đã nhận được rất nhiều sự quan tâm, hỗ trợ và động viên từ các thầy cô, cơ 

quan, đồng nghiệp và người thân. Những sự giúp đỡ quý báu ấy là nguồn động 

lực to lớn giúp tôi vượt qua khó khăn và hoàn thành tốt nhiệm vụ nghiên cứu 

của mình. 

Trước hết, tôi xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới tập thể cán bộ giảng dạy, 

các nhà khoa học và đội ngũ cán bộ, viên chức của Trung tâm Đào tạo – Viện 

Nghiên cứu Cơ khí. Môi trường học thuật nghiêm túc, sự tận tâm trong giảng 

dạy cùng những điều kiện nghiên cứu thuận lợi mà Viện tạo ra đã là nền tảng 

quan trọng giúp tôi tích lũy kiến thức và phát triển tư duy khoa học. 

Đặc biệt, tôi xin gửi lời tri ân chân thành và sâu sắc nhất tới hai thầy GS. 

TSKH. Đỗ Sanh và TS. Phan Đăng Phong – những người hướng dẫn khoa học 

đã luôn tận tình chỉ bảo, định hướng và hỗ trợ tôi trong suốt quá trình thực hiện 

đề tài. Sự tâm huyết trong nghiên cứu, tinh thần làm việc nghiêm túc và những 

ý kiến đóng góp quý báu của các thầy đã giúp tôi từng bước hoàn thiện phương 

pháp tiếp cận, mở rộng hiểu biết và hoàn thành luận án một cách tốt nhất. 

Bên cạnh đó, tôi cũng xin chân thành cảm ơn các đồng nghiệp đã chia sẻ 

tài liệu, hỗ trợ kỹ thuật và động viên tôi trong quá trình nghiên cứu. Những sự 

giúp đỡ thiết thực ấy đã tạo điều kiện thuận lợi để tôi hoàn thành công việc một 

cách hiệu quả. 

Cuối cùng, tôi xin gửi lời biết ơn sâu sắc đến gia đình và người thân – 

những người luôn ở bên cạnh, động viên và là điểm tựa tinh thần vững chắc 

cho tôi trong suốt thời gian học tập và hoàn thành luận án. 

Một lần nữa, tôi xin trân trọng cảm ơn tất cả những sự hỗ trợ quý báu mà 

tôi đã nhận được. 

  Nghiên cứu sinh 

 

 

 

  Trần Sĩ Kiên 
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LỜI CAM ĐOAN 

Tôi xin trân trọng cam đoan rằng đề tài luận án với tiêu đề “Động lực học 

và điều khiển tối ưu chuyển động của tay máy công nghiệp dựa trên nguyên lý 

cực đại Pontryagin” là công trình nghiên cứu khoa học do chính tôi trực tiếp 

thực hiện, dưới sự hướng dẫn tận tình và chuyên môn sâu sắc của TS. Phan 

Đăng Phong và GS.TSKH. Đỗ Sanh.  

Những kết quả, phân tích và nhận định được trình bày trong luận án đều 

là sản phẩm của quá trình tìm hiểu, nghiên cứu nghiêm túc và nỗ lực của bản 

thân tôi. Tôi khẳng định rằng toàn bộ nội dung của luận án chưa từng được 

công bố trong bất kỳ công trình nghiên cứu nào trước đây và không trùng lặp 

với các công trình của các tác giả khác.  

Trong quá trình triển khai luận án, tôi chỉ sử dụng những tài liệu, số liệu 

và nguồn tham khảo được trích dẫn đầy đủ, rõ ràng trong mục Tài liệu tham 

khảo. Tôi không sử dụng trái phép, không sao chép một phần hay toàn bộ kết 

quả từ bất kỳ nghiên cứu nào khác. Mọi thông tin, dữ liệu sử dụng đều được 

thu thập, xử lý và trình bày một cách trung thực, đảm bảo tính minh bạch và 

khách quan.  

Tôi xin hoàn toàn chịu trách nhiệm trước pháp luật, trước Viện và các cơ 

quan quản lý khoa học về sự trung thực, tính chính xác và tính nguyên bản của 

toàn bộ nội dung luận án này. 

  Nghiên cứu sinh 

 

 

 

  Trần Sĩ Kiên 
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DANH MỤC KÝ HIỆU VÀ CHỮ VIẾT TẮT 

Danh mục ký hiệu 

TT Ký hiệu Mô tả 

1 q  Vectơ tọa độ suy rộng/ Vectơ biến khớp 

2 n  Số tọa độ suy rộng 

3 rE
 Vectơ chứa thông tin vị trí điểm tác động cuối 

4   Số tọa độ xác định vị trí điểm tác động cuối 

5 u  Vectơ chứa các biến điều khiển 

6 iq  Tọa độ suy rộng/ Biến khớp thứ i  

7 iu  Lực/mômen điều khiển tại khớp thứ i  

8 , E Ex y  Tọa độ của điểm tác động cuối  

9 ( )
r

i
 

Vectơ chứa thông tin vị trí của một điểm trong hệ tọa 

độ 
i i iO x y  

10 T
i

j  
Ma trận biểu diễn phép biến đổi của hệ tọa độ j j jO x y  

về hệ tọa độ 
i i iO x y  

11 A  Ma trận quán tính 

12 Q  Ma trận lực suy rộng của các lực hoạt động 

13 Qqt  Ma trận lực suy rộng của các lực quán tính 

14   Hàm thế năng tay máy 

15 G  Vectơ chứa lực suy rộng của trọng lực 

16 Fc
 Vectơ chứa lực suy rộng của lực cản nhớt 

17 D  Ma trận hệ số trong nguyên lý phù hợp 

18 x  Vectơ chứa biến trạng thái 
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TT Ký hiệu Mô tả 

19 q  Vectơ chứa vận tốc suy rộng/vận tốc khớp 

20 q Vectơ chứa gia tốc suy rộng/gia tốc khớp 

21 J  Phiếm hàm mục tiêu 

22 p  Vectơ chứa biến liên hợp 

23 0f  Hàm dưới dấu tích phân của hàm mục tiêu 

24 H  Hàm Hamilton  

27 r  Số phương trình ràng buộc của tay máy 

28 im  Khối lượng khâu thứ i  

29 m  Khối lượng tải 

30 iL  Chiều dài khâu thứ i  

31 ic  Khoảng cách từ khớp đến khối tâm khâu i  

32 iJ  Mômen quán tính khâu thứ i  

33 g  Gia tốc trọng trường 

34 ft  Thời gian chuyển động của tay máy 

35 
1 2
, f ft t  Thời gian các pha đi, pha về của chu trình 

36 z  Phiếm hàm mục tiêu tích lũy theo thời gian 

37   Thời gian chuẩn hóa trong quỹ đạo thẳng 

38 mj  Giá trị giới hạn của độ giật trong quy luật S-curve 

39 jT  Thời gian pha có độ giật khác không trong quy luật S-

curve 

40 aT  
Thời gian pha gia tốc không đổi trong quy luật S-

curve 
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TT Ký hiệu Mô tả 

41 vT  
Thời gian pha vận tốc không đổi trong quy luật S-

curve 

42 ma  Gia tốc cực đại trong quy luật S-curve 

43 mv  Vận tốc cực đại trong quy luật S-curve 

Danh mục chữ viết tắt 

TT Chữ viết tắt Mô tả 

1 RRP 
Cấu trúc tay máy gồm hai khớp quay và một khớp tịnh 

tiến (Revolute-Revolute-Prismatic) 

2 RRR 
Cấu trúc tay máy gồm ba khớp quay (Revolute-

Revolute- Revolute) 
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PHẦN MỞ ĐẦU 

1. Tính cấp thiết của đề tài luận án 

Trong những năm gần đây, cùng với sự phát triển mạnh mẽ của tự động 

hóa, sản xuất thông minh và chuyển đổi số trong công nghiệp, tay máy công 

nghiệp ngày càng được sử dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực như lắp ráp, hàn, 

sơn, gia công, bốc xếp, đóng gói và vận chuyển vật liệu. Việc ứng dụng tay 

máy không chỉ giúp nâng cao năng suất lao động, cải thiện độ chính xác và tính 

ổn định của quá trình sản xuất, mà còn góp phần giảm cường độ lao động của 

con người, nâng cao mức độ an toàn trong các môi trường làm việc độc hại, 

nguy hiểm hoặc có tính lặp lại cao. Vì vậy, tay máy công nghiệp đã trở thành 

một trong những thành phần quan trọng của các hệ thống sản xuất hiện đại. 

Trong thực tế vận hành, yêu cầu đặt ra đối với tay máy công nghiệp không 

chỉ dừng ở khả năng thực hiện được chuyển động theo yêu cầu công nghệ, mà 

còn phải bảo đảm các tiêu chí về độ chính xác, độ ổn định, tính linh hoạt, thời 

gian chu kỳ làm việc và hiệu quả sử dụng năng lượng. Đối với cùng một nhiệm 

vụ công nghệ, tay máy có thể thực hiện nhiều phương án chuyển động khác 

nhau trong không gian khớp hoặc không gian thao tác. Mỗi phương án chuyển 

động sẽ dẫn đến sự khác nhau về tải trọng động, lực và mômen tác dụng tại các 

khớp, mức tiêu hao năng lượng, độ êm dịu của chuyển động, cũng như tuổi thọ 

làm việc của cơ cấu chấp hành và các bộ phận truyền động. Điều đó cho thấy 

việc nghiên cứu chuyển động của tay máy dưới góc độ động lực học và tối ưu 

hóa là một yêu cầu có tính cấp thiết cả về lý luận và ứng dụng. 

Phân tích động lực học tay máy công nghiệp là cơ sở để xác định mối quan 

hệ giữa chuyển động của hệ với các lực và mômen tác dụng tại các khâu, khớp 

và cơ cấu dẫn động. Kết quả phân tích động lực học cho phép đánh giá đặc tính 

làm việc của tay máy, tính toán công suất và tải trọng cho các bộ truyền động, 

đồng thời là nền tảng để xây dựng các thuật toán điều khiển và mô phỏng 

chuyển động. Trong khi đó, tối ưu hóa chuyển động lại hướng tới việc lựa chọn 

quy luật chuyển động và điều khiển phù hợp nhằm đạt được các mục tiêu mong 

muốn như giảm năng lượng tiêu hao, giảm tải trọng động, nâng cao chất lượng 
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bám quỹ đạo, rút ngắn thời gian thao tác hoặc bảo đảm chuyển động hợp lý 

trong các điều kiện ràng buộc công nghệ. Như vậy, phân tích động lực học và 

tối ưu hóa chuyển động là hai nội dung có quan hệ chặt chẽ, bổ sung cho nhau 

trong nghiên cứu và ứng dụng tay máy công nghiệp. 

Mặc dù đã có nhiều công trình nghiên cứu về mô hình hóa động học, động 

lực học và điều khiển tay máy, song đây vẫn là một lĩnh vực còn nhiều vấn đề 

cần tiếp tục làm rõ. Một mặt, tay máy là hệ cơ học nhiều vật, nhiều bậc tự do, 

có mô hình động học và động lực học phi tuyến, tham số hình học và động học 

đa dạng, do đó việc xây dựng mô hình có tính chặt chẽ, hệ thống và thuận lợi 

cho tính toán luôn là vấn đề quan trọng. Mặt khác, trong các bài toán chuyển 

động thực tế, tay máy thường phải làm việc dưới nhiều dạng yêu cầu khác nhau 

như chuyển động điểm-điểm, chuyển động theo quỹ đạo cho trước, chuyển 

động chu kỳ, chuyển động mang tải, hoặc chuyển động trong điều kiện có ràng 

buộc công nghệ. Những bài toán như vậy đòi hỏi không chỉ mô hình động lực 

học phù hợp mà còn cần một cách tiếp cận tối ưu hóa có khả năng xử lý đồng 

thời các điều kiện biên, ràng buộc chuyển động và các tiêu chuẩn tối ưu đặt ra. 

Bên cạnh đó, trong nhiều nghiên cứu và ứng dụng hiện nay, mô phỏng số 

ngày càng giữ vai trò quan trọng trong thiết kế, đánh giá và tối ưu hóa chuyển 

động của tay máy công nghiệp. Việc thử nghiệm trực tiếp trên hệ robot thực 

thường tốn kém, mất thời gian và có thể tiềm ẩn rủi ro cho thiết bị, đặc biệt ở 

các giai đoạn khảo sát ban đầu. Do đó, xây dựng được mô hình động lực học, 

tiêu chí tối ưu và quy trình mô phỏng đáng tin cậy có ý nghĩa thiết thực trong 

việc đánh giá các phương án chuyển động trước khi triển khai thực tế. Đồng 

thời, các mô hình và dữ liệu mô phỏng này cũng có thể cung cấp cơ sở tham 

khảo cho các hướng nghiên cứu tiếp theo về điều khiển thông minh, tối ưu hóa 

dựa trên dữ liệu và mô hình song sinh số trong lĩnh vực robot công nghiệp. 

Từ những phân tích trên, có thể thấy rằng nghiên cứu phân tích động lực 

học và điều khiển tối ưu chuyển động của tay máy công nghiệp là cần thiết. 

Đặc biệt, đối với các dây chuyền sản xuất tự động, nơi tay máy thường làm việc 

lặp lại với tần suất lớn, việc cải thiện quy luật chuyển động và tín hiệu điều 
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khiển có thể mang lại hiệu quả tích lũy đáng kể về tải động, độ bền thiết bị và 

năng suất của hệ thống. Vì vậy, việc xây dựng cơ sở lý thuyết và khung phương 

pháp cho bài toán phân tích động lực học và điều khiển tối ưu chuyển động của 

tay máy công nghiệp là hướng nghiên cứu có ý nghĩa và giá trị ứng dụng rõ rệt. 

2. Mục tiêu nghiên cứu 

2.1. Mục tiêu tổng quát 

Nghiên cứu cơ sở lý thuyết và xây dựng khung phương pháp phân tích 

động lực học, tối ưu hóa chuyển động của tay máy công nghiệp, làm cơ sở cho 

việc mô phỏng và đánh giá một số bài toán chuyển động điển hình. 

2.2. Mục tiêu cụ thể  

- Nghiên cứu tổng quan và tổng hợp cơ sở lý thuyết về phân tích động 

lực học và điều khiển tối ưu tay máy công nghiệp. 

- Tối ưu hoá chuyển động của tay máy công nghiệp trên cơ sở mô hình 

động lực học, nguyên lý phù hợp và nguyên lý cực đại Pontryagin. 

- Áp dụng phương pháp mô phỏng minh họa một số chuyển động điển 

hình của tay máy công nghiệp. 

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu  

3.1. Đối tượng nghiên cứu  

Đối tượng nghiên cứu của luận án là tay máy công nghiệp dạng chuỗi hở, 

tập trung vào các vấn đề phân tích động lực học và tối ưu hóa chuyển động của 

tay máy trong quá trình làm việc. 

Đối tượng khảo sát cụ thể trong mô phỏng số là các mô hình tay máy 

phẳng 3 bậc tự do. Các mô hình này được lựa chọn nhằm minh họa và kiểm 

chứng khả năng áp dụng của khung phương pháp đề xuất đối với một số dạng 

chuyển động điển hình của tay máy công nghiệp. 

3.2. Phạm vi nghiên cứu  

 Luận án tập trung nghiên cứu các tay máy công nghiệp trên phương diện 

mô hình hóa cơ học, phân tích động lực học và tối ưu hóa chuyển động.  
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- Các khâu của tay máy được giả thiết là vật rắn tuyệt đối, không xét đến 

tính đàn hồi của các khâu, khớp và các vấn đề bất định (sai số tham số và nhiễu 

tải). Đây là giới hạn của luận án và là cơ sở cho hướng phát triển tiếp theo. 

- Các dạng chuyển động được xem xét tối ưu hóa là chuyển động điểm-

điểm, chuyển động theo quỹ đạo định sẵn của điểm tác động cuối. Trong đó coi 

ràng buộc đường dịch chuyển hình học đặt lên điểm tác động cuối là liên kết lý 

tưởng. 

- Tiêu chí tối ưu được lựa chọn là giảm nỗ lực điều khiển, được biểu diễn 

thông qua tích phân bình phương lực hoặc mômen điều khiển theo thời gian.  

4. Phương pháp nghiên cứu 

  Luận án sử dụng phương pháp nghiên cứu lý thuyết kết hợp với mô 

phỏng số. Trên cơ sở lý thuyết cơ học hệ nhiều vật và lý thuyết điều khiển tối 

ưu, các bài toán phân tích động lực học và tối ưu hóa chuyển động của tay máy 

công nghiệp được xây dựng và khảo sát theo hướng mô hình hóa, thiết lập 

phương trình, giải bài toán tối ưu bằng các công cụ mô phỏng số. 

4.1. Phương pháp nghiên cứu lý thuyết  

  - Nghiên cứu lý thuyết phương pháp ma trận truyền, phương trình 

Lagrange dạng ma trận và nguyên lý phù hợp để thiết lập phương trình động 

lực học cho tay máy công nghiệp. 

  -  Nghiên cứu lý thuyết về nguyên lý cực đại Pontryagin để thiết lập các 

điều kiện cần của bài toán tối ưu, làm cơ sở xác định quy luật điều khiển và quy 

luật chuyển động phù hợp với các điều kiện biên và ràng buộc đặt ra. 

4.2. Phương pháp nghiên cứu mô phỏng  

- Xác định chuyển động tối ưu của một số tay máy phẳng trong một số 

chuyển động điển hình ở môi trường công nghiệp: chuyển động điểm-điểm, 

chuyển động theo quỹ đạo định sẵn, chuyển động khứ hồi. 

- So sánh định lượng giữa kết quả điều khiển tối ưu với một số quy luật 

chuyển động hoặc phương pháp đối chứng. 
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5. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn   

5.1. Ý nghĩa khoa học 

- Nghiên cứu, xây dựng được cơ sở lý thuyết và khung phương pháp 

nghiên cứu cho bài toán điều khiển tối ưu tay máy công nghiệp. 

- Xác định được quỹ đạo tối ưu nỗ lực điều khiển cho một số tay máy 

phẳng, qua đó góp phần làm rõ khả năng ứng dụng của hướng tiếp cận sử dụng 

nguyên lý Pontryagin trong nghiên cứu tối ưu hóa chuyển động tay máy công 

nghiệp. 

- Đề tài sẽ đóng góp một số kết quả vào hướng nghiên cứu về điều khiển 

tối ưu tay máy robot dạng chuỗi mở. 

- Phương pháp nghiên cứu lý thuyết kết hợp với mô phỏng được trình 

bày trong đề tài có thể dùng làm cơ sở để tham khảo cho các nghiên cứu khoa 

học về điều khiển tay máy robot. 

5.2. Ý nghĩa thực tiễn 

- Phương pháp nghiên cứu được đề xuất có thể hỗ trợ lựa chọn phương 

án chuyển động theo hướng giảm nỗ lực điều khiển và nâng cao hiệu quả làm 

việc của tay máy trong các quá trình vận hành công nghiệp. 

- Kết quả nghiên cứu của luận án có thể cung cấp cơ sở tham khảo về bộ 

tham số đầu vào, mô hình động lực học, hàm chi phí và dữ liệu mô phỏng cho 

các nghiên cứu tiếp theo về điều khiển thông minh và tối ưu hóa chuyển động 

robot dựa trên dữ liệu. 

6. Những đóng góp mới của luận án 

- Đề xuất được một khung phương pháp cho bài toán phân tích động lực 

học và điều khiển tối ưu chuyển động của tay máy công nghiệp. Trên cơ sở kế 

thừa các phương pháp đã biết gồm ma trận truyền, phương trình Lagrange dạng 

ma trận, nguyên lý phù hợp và nguyên lý cực đại Pontryagin, luận án tổ chức 

và kết hợp các phương pháp này thành một quy trình thống nhất để thiết lập mô 

hình động học, động lực học, xử lý ràng buộc quỹ đạo và xác định điều kiện 

điều khiển tối ưu. Điểm mới là cách tích hợp các công cụ lý thuyết nêu trên 
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trong cùng một khung phương pháp phục vụ trực tiếp cho các bài toán chuyển 

động điển hình của tay máy công nghiệp. 

- Thiết lập được các bài toán điều khiển tối ưu cho một số dạng chuyển 

động điển hình của tay máy công nghiệp, có xét đến điều kiện điểm đích cho 

trước và ràng buộc quỹ đạo chuyển động. Các dạng chuyển động khác nhau 

được phát biểu trong cùng một khuôn khổ điều khiển tối ưu, xem xét trực tiếp 

đến cấu trúc động lực học của tay máy, sự thay đổi tải giữa pha đi và pha về 

cũng như ảnh hưởng của thời gian thực hiện từng giai đoạn thay vì chỉ được 

mô tả như các bài toán lập quỹ đạo hình học riêng lẻ. 

- Kiểm chứng được quy luật điều khiển tối ưu thông qua mô phỏng số 

đối với một số mô hình tay máy phẳng điển hình, so sánh định lượng về tiêu 

chí tối ưu với một số quy luật chuyển động và phương pháp khác, qua đó minh 

họa khả năng áp dụng của phương pháp đề xuất. 

7. Bố cục của luận án  

- Chương 1: Tổng quan về vấn đề nghiên cứu 

- Chương 2: Cơ sở lý thuyết về phân tích động lực học và điều khiển tối 

ưu tay máy công nghiệp 

- Chương 3: Điều khiển tối ưu tay máy công nghiệp trong chuyển động 

điểm-điểm 

- Chương 4: Điều khiển tối ưu tay máy công nghiệp chịu ràng buộc quỹ 

đạo điểm cuối 

- Kết luận và kiến nghị  

 

 

 

  



7 

 

CHƯƠNG 1. TỔNG QUAN VẤN ĐỀ NGHIÊN CỨU 

1.1. Giới thiệu chung về tay máy công nghiệp 

Tay máy công nghiệp là một bộ phận quan trọng của hệ thống tự động hóa 

hiện đại. Theo chuẩn thuật ngữ của ISO, robot công nghiệp được hiểu là một 

cơ cấu chấp hành tự động, có thể lập trình lại, đa dụng, làm việc trên ba hoặc 

nhiều hơn ba trục, có thể cố định tại chỗ hoặc gắn trên nền tảng di động để phục 

vụ các ứng dụng tự động hóa trong môi trường công nghiệp [7]. Cách hiểu này 

cho thấy tay máy công nghiệp không chỉ là một “cánh tay cơ khí”, mà là một 

hệ cơ điện tử hoàn chỉnh gồm cơ cấu chấp hành, truyền động, cảm biến, bộ điều 

khiển và phần mềm điều phối chuyển động. Trong thực tế sản xuất, tay máy 

thường là thành phần trực tiếp thực hiện thao tác với chi tiết, dụng cụ hoặc môi 

trường công nghệ, vì vậy nó giữ vai trò trung tâm trong nhiều dây chuyền tự 

động hóa hiện đại. 

1.1.1. Sự phát triển của tay máy công nghiệp 

Sự phát triển của tay máy công nghiệp gắn liền với quá trình chuyển dịch 

từ tự động hóa cứng sang tự động hóa linh hoạt và sản xuất thông minh. Nếu 

trong giai đoạn đầu robot công nghiệp chủ yếu được sử dụng cho các thao tác 

lặp lại, có cấu trúc nhiệm vụ tương đối cố định như hàn điểm, sơn phủ, gắp đặt 

hay bốc xếp, thì trong giai đoạn gần đây phạm vi ứng dụng đã mở rộng mạnh 

sang các nhiệm vụ có yêu cầu cao hơn về độ linh hoạt, độ chính xác, tính thích 

nghi và mức độ tích hợp hệ thống [8], [9]. Cùng với sự phát triển của cảm biến, 

bộ điều khiển số, truyền động servo, thị giác máy và trí tuệ nhân tạo, tay máy 

công nghiệp ngày càng có khả năng làm việc trong các môi trường sản xuất 

phức tạp hơn, phối hợp tốt hơn với các thiết bị khác trong dây chuyền và từng 

bước thích ứng với mô hình sản xuất thông minh. 

Về quy mô triển khai, số liệu của Liên đoàn Robot Quốc tế cho thấy robot 

công nghiệp đã duy trì xu hướng tăng trưởng dài hạn trong thập niên gần đây. 

Báo cáo World Robotics cho biết số robot công nghiệp lắp đặt mới trên toàn 

cầu đã vượt mốc 500.000 đơn vị mỗi năm trong nhiều năm liên tiếp, trong khi 

tổng lượng robot đang vận hành trên thế giới đã đạt trên 4 triệu đơn vị [8], [10]. 
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Những con số này phản ánh không chỉ sự gia tăng về số lượng mà còn cho thấy 

robot công nghiệp đã trở thành hạ tầng kỹ thuật quan trọng trong nhiều ngành 

sản xuất, đặc biệt ở các lĩnh vực như ô tô, điện tử, cơ khí chế tạo, logistics nội 

bộ và đóng gói. Sự gia tăng mật độ robot trong nhà máy cũng cho thấy bài toán 

nâng cao hiệu suất chuyển động, độ tin cậy và tiết kiệm năng lượng của tay 

máy ngày càng có ý nghĩa thực tiễn rõ rệt. 

Một xu hướng đáng chú ý trong giai đoạn gần đây là sự phát triển song 

song của robot công nghiệp truyền thống và robot cộng tác. Nếu robot công 

nghiệp truyền thống vẫn chiếm ưu thế trong các nhiệm vụ tốc độ cao, tải trọng 

lớn và chu kỳ lặp lại nghiêm ngặt, thì robot cộng tác mở rộng khả năng ứng 

dụng của tay máy vào các công đoạn cần chia sẻ không gian làm việc với con 

người hoặc cần linh hoạt hơn trong tổ chức sản xuất [9], [11]. Tuy nhiên, bất 

kể ở dạng truyền thống hay cộng tác, cốt lõi của tay máy công nghiệp vẫn là 

khả năng tạo ra chuyển động chính xác, ổn định và hiệu quả dưới tác động của 

hệ truyền động và bộ điều khiển. Điều đó cũng lý giải vì sao các vấn đề về động 

lực học và điều khiển tiếp tục giữ vai trò trung tâm trong nghiên cứu tay máy 

robot hiện nay. 

 

Hình 1.1. Xu hướng tăng trưởng số robot công nghiệp lắp đặt mới trên 

thế giới giai đoạn gần đây, đơn vị: nghìn robot [8] 

Xét theo cấu trúc cơ học, tay máy công nghiệp ngày nay tồn tại dưới nhiều 

dạng như robot tọa độ Đề-các, robot trụ, robot cầu, robot SCARA, robot khớp 

nối nhiều bậc tự do và robot song song [7], [8]. Trong đó, tay máy khớp nối nối 

tiếp nhiều bậc tự do là cấu hình phổ biến nhất trong các ứng dụng công nghiệp 

hiện đại nhờ vùng làm việc rộng, tính linh hoạt cao và khả năng thích ứng với 

nhiều loại nhiệm vụ công nghệ. Tuy nhiên, chính sự gia tăng bậc tự do, liên kết 
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cơ học và mức độ phi tuyến của cấu trúc cũng làm cho việc mô hình hóa, phân 

tích động lực học và thiết kế điều khiển trở nên phức tạp hơn. Do đó, quá trình 

phát triển của tay máy công nghiệp không chỉ là quá trình hoàn thiện phần cứng, 

mà còn là quá trình phát triển đồng thời các phương pháp mô hình hóa, lập kế 

hoạch chuyển động và điều khiển tối ưu. 

 Ưu thế của tay máy công nghiệp  

Tay máy công nghiệp có nhiều ưu thế trong sản xuất, gia công. 

Thứ nhất là khả năng làm việc với độ lặp lại cao và duy trì chất lượng 

thao tác ổn định trong thời gian dài. Trong các công việc như hàn, sơn, lắp ráp, 

gắp đặt, đóng gói và palletizing, robot có thể thực hiện chuyển động theo quỹ 

đạo xác định với sai lệch nhỏ, ít chịu ảnh hưởng của mệt mỏi hay dao động chất 

lượng do yếu tố con người [9], [12]. Đặc tính này đặc biệt quan trọng đối với 

các dây chuyền sản xuất hàng loạt hoặc các quy trình đòi hỏi tính nhất quán cao 

giữa các chu kỳ công tác. 

Thứ hai là khả năng nâng cao năng suất và tính linh hoạt của hệ thống sản 

xuất. So với các cơ cấu tự động chuyên dùng, tay máy công nghiệp có thể được 

tái lập trình để thực hiện nhiều nhiệm vụ khác nhau, nhờ đó thích hợp với môi 

trường sản xuất đa dạng, lô nhỏ hoặc thay đổi nhanh theo yêu cầu thị trường 

[7], [8]. Trong bối cảnh sản xuất thông minh, khả năng tích hợp robot với hệ 

thống giám sát, thị giác máy, thiết bị cảm biến và các nền tảng điều hành sản 

xuất càng làm tăng giá trị của tay máy như một phần tử linh hoạt trong mạng 

lưới tự động hóa. Điều này giải thích vì sao robot công nghiệp hiện nay không 

chỉ hiện diện trong các ngành công nghiệp nặng mà còn mở rộng sang điện tử, 

thực phẩm, kho vận và các lĩnh vực có yêu cầu điều phối linh hoạt. 

Thứ ba là cải thiện điều kiện lao động và an toàn sản xuất. Nhiều thao tác 

công nghiệp có tính chất độc hại, nguy hiểm, cường độ cao hoặc lặp lại đơn 

điệu như hàn hồ quang, phun sơn, thao tác với vật nóng, vật nặng hoặc môi 

trường có hóa chất. Việc sử dụng tay máy robot giúp giảm mức độ tiếp xúc trực 

tiếp của con người với các điều kiện làm việc bất lợi đó, đồng thời góp phần 

chuẩn hóa thao tác công nghệ và giảm sai sót vận hành [9], [11]. Trong xu 
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hướng sản xuất hiện đại, đây không chỉ là lợi ích về nhân công mà còn là một 

yêu cầu về phát triển bền vững và quản trị rủi ro kỹ thuật trong nhà máy. 

 

Hình 1.2. Một số ứng dụng của tay máy công nghiệp 

Bên cạnh các ưu thế nêu trên, một lợi thế ngày càng được quan tâm là khả 

năng tối ưu hóa hiệu quả vận hành, đặc biệt theo các tiêu chí thời gian chu kỳ, 

tiêu hao năng lượng và độ bền thiết bị. Khi quy mô sử dụng robot trong nhà 

máy tăng lên, chi phí vận hành và năng lượng dành cho hệ robot trở thành yếu 

tố đáng kể. Các nghiên cứu gần đây về năng lượng robot công nghiệp cho thấy 

xu hướng chuyển từ mục tiêu chỉ bảo đảm hoàn thành nhiệm vụ sang mục tiêu 

vận hành hiệu quả hơn về năng lượng, thời gian và mức độ tác động cơ học 

[13], [14]. Từ góc nhìn đó, ưu thế của tay máy công nghiệp không chỉ nằm ở 

khả năng thay thế thao tác thủ công, mà còn ở tiềm năng nâng cao hiệu quả 

tổng thể của dây chuyền khi chuyển động của robot được thiết kế và điều khiển 

hợp lý. 

1.2. Khái quát về phân tích động lực học và tối ưu hóa chuyển động tay 

máy công nghiệp 

Phân tích động lực học và tối ưu hóa chuyển động là hai nội dung trung 

tâm trong nghiên cứu hiện đại về tay máy công nghiệp, có quan hệ chặt chẽ và 

bổ sung cho nhau trong quá trình mô hình hóa, điều khiển và đánh giá hiệu quả 

vận hành của hệ [12], [13], [15], [16]. Phân tích động lực học tay máy là quá 

trình xây dựng và sử dụng mô hình động lực học để xác định mối quan hệ giữa 
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chuyển động của tay máy với các lực và mômen tác dụng lên hệ trong quá trình 

làm việc. Nếu bài toán động học chủ yếu làm rõ mối liên hệ giữa các biến khớp 

và vị trí, vận tốc, gia tốc của điểm tác động cuối, thì bài toán động lực học đi 

xa hơn khi xem xét ảnh hưởng của khối lượng, mômen quán tính, trọng lực, tải 

trọng, ma sát, lực cản và sự tương tác giữa các khâu đến lực hoặc mômen dẫn 

động tại các khớp. Nói cách khác, động lực học là cầu nối giữa mô tả chuyển 

động và yêu cầu năng lượng - lực của tay máy trong thực tế vận hành [15], [17]. 

Nếu phân tích động lực học trả lời câu hỏi “để tay máy chuyển động như 

vậy thì cần lực hoặc mômen gì”, thì tối ưu hóa chuyển động trả lời câu hỏi “tay 

máy nên chuyển động như thế nào để tốt nhất theo một tiêu chuẩn xác định”. 

Trong nghiên cứu tay máy robot, “tốt nhất” có thể được hiểu theo nhiều nghĩa 

khác nhau, chẳng hạn: thời gian thực hiện nhỏ nhất, năng lượng tiêu hao nhỏ 

nhất, lực hoặc mômen điều khiển nhỏ, quỹ đạo trơn hơn, độ giật nhỏ hơn, độ 

chính xác bám quỹ đạo cao hơn, hoặc thỏa mãn tốt hơn các ràng buộc va chạm 

và an toàn. Vì vậy, tối ưu hóa chuyển động là một khái niệm rộng, bao trùm 

các bài toán lập kế hoạch quỹ đạo, quy hoạch chuyển động, phân bổ thời gian, 

tối ưu tiêu chuẩn năng lượng và điều khiển tối ưu [13], [17], [18]. 

Trong thực tế, bài toán tối ưu hóa chuyển động của tay máy thường được 

xây dựng trên cơ sở các biến trạng thái và biến điều khiển của hệ. Trạng thái 

có thể là vị trí, vận tốc khớp hoặc trạng thái mở rộng; trong khi biến điều khiển 

thường là mômen hoặc lực tại các khớp. Khi đó, tối ưu hóa chuyển động có thể 

được phát biểu dưới dạng bài toán điều khiển tối ưu: tìm tín hiệu điều khiển sao 

cho hệ tuân theo phương trình động lực học, thỏa mãn điều kiện đầu, điều kiện 

cuối và các ràng buộc chuyển động, đồng thời cực tiểu hoặc cực đại một hàm 

mục tiêu cho trước. Theo nghĩa này, điều khiển tối ưu không tách rời tối ưu hóa 

chuyển động, mà là một cách tiếp cận toán học quan trọng để giải bài toán tối 

ưu hóa chuyển động của tay máy robot [15]. 

1.3. Tình hình nghiên cứu trên thế giới và trong nước 
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  Vấn đề phân tích động lực học tay máy robot 

Tay máy robot bao gồm các khâu là các vật rắn nối với nhau bởi các khớp 

tạo thành một chuỗi động học mở. Tọa độ suy rộng của tay máy là tập hợp các 

tham số xác định vị trí của tất cả các khâu thuộc tay máy. Vectơ tọa độ suy rộng 

hay vectơ mô tả cấu hình của tay máy thường cho bởi 

  1 2 ...=q
T

nq q q  (1.1) 

Trong đó n  là số tọa độ suy rộng của tay máy.  

Khâu cuối cùng của tay máy thường là bàn kẹp hoặc là khâu gắn liền với 

dụng cụ làm việc. Điểm nút của khâu này được gọi là điểm tác động cuối, tương 

tác trực tiếp với đối tượng ngoài môi trường. Vectơ chứa thông tin vị trí và 

hướng của điểm tác động cuối được kí hiệu bởi 

 1 2 ... =  r
T

E x x x  (1.2) 

Trong đó   là số tọa độ xác định vị trí điểm tác động cuối. 

Xét các động cơ dẫn động đặt tại các khớp, lực/mômen điều khiển (dẫn 

động) được ký hiệu bởi  

  1 2 ...
T

nu u u=u  (1.3) 

Bài toán động lực học sẽ xác định phương trình động lực học của một tay 

máy, từ đó tính toán các lực/mômen dẫn động cần thiết thực hiện các chuyển 

động, xác định các sai số so chuyển động làm cơ sở cho quá trình điều khiển. 

Trên thế giới, các nghiên cứu về phân tích động lực học tay máy robot chủ 

yếu phát triển theo các hướng phương pháp kinh điển, trong đó nổi bật là 

phương pháp Newton-Euler, phương pháp Lagrange và phương pháp 

Hamilton. Đây là ba hướng tiếp cận có cơ sở lý thuyết vững chắc, được trình 

bày tương đối đầy đủ trong các giáo trình và chuyên khảo kinh điển về robot 

[1], [2], [19], [20].  

a) Phương pháp Newton-Euler 

Khi thiết lập phương trình động lực học, tay máy sẽ được tách thành các 

khâu riêng rẽ với đầy đủ các lực/mômen hoạt động và liên kết tại các khớp tách. 
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Các phương trình Newton-Euler được viết cho từng khâu. Sau đó, khử các lực 

liên kết lý tưởng tại các khớp để nhận được phương trình động lực ở dạng tối 

thiểu, số phương trình bằng số bậc tự do của tay máy. 

Phương pháp Newton-Euler sử dụng hai phương trình là phương trình 

chuyển động khối tâm (phương trình Newton) và phương trình biến thiên 

mômen động lượng với khối tâm (phương trình động lực Euler) như sau 

 kCma F= 


 (1.4) 

 ( )C kC

d
L m F

dt
= 


 (1.5) 

Sơ đồ tách khâu thứ i  của tay máy được thể hiện như trên Hình 1.3 với 

vectơ gia tốc khối tâm Cia


, vectơ vận tốc góc và vectơ gia tốc góc lần lượt là 

i i   


. 

 

Hình 1.3. Sơ đồ tách khâu thứ i  [2] 

Các lực tác dụng lên khâu thứ i  gồm 
im g  là trọng lực; ,i i f μ  là lực/mômen 

tác dụng tại khớp i  từ khâu 1i − ; 
1 1,i i+ +−  −f μ  là lực/mômen tác dụng tại khớp 

1i +  từ khâu 1i + . Do mỗi khớp của tay máy chuỗi chỉ có một bậc tự do, nên 

tại mỗi khớp có một lực hoặc mômen hoạt động, năm thành phần còn lại là lực 

liên kết. Đối với tay máy phẳng, số lực liên kết tại mỗi khớp được tính là hai. 

Các phương trình Newton-Euler (1.4) và (1.5) cho khâu thứ i  và được 

chiếu trong hệ trục tọa độ cơ sở của tay máy (hệ tọa độ cố định) như sau 

 
( ) ( )0 0

i Ci im =a f  (1.6) 

 
( ) ( )0 0

Ci Ci=L M  (1.7) 
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Lần lượt viết hệ các phương trình (1.6) và (1.7) cho n  khâu của tay máy 

chuỗi, ta nhận được hệ 6n  phương trình. Số phương trình này đủ để xác định 

6n  ẩn gồm n  gia tốc khớp q và 5n  thành phần lực liên kết. Phương pháp khử 

các lực liên kết này thường được áp dụng trong trường hợp coi các liên kết là 

lý tưởng. 

Phương pháp Newton-Euler thực hiện xác định các lực tác dụng lên từng 

khâu khi tiến hành tách các khâu liên kết, sau đó giải bài toán động lực học dựa 

trên các phương trình đã thiết lập. Tuy nhiên, do phải thiết lập các phương trình 

cho từng khâu nên phương pháp này sẽ cho lời giải tương đối cồng kềnh, đặc 

biệt là các cơ hệ gồm nhiều khâu liên kết. 

b) Phương pháp Lagrange 

Phương trình Lagrange loại 2 là phương trình vi phân chuyển động ở dạng 

tọa độ suy rộng đủ chịu liên kết holonom, lý tưởng và được thiết lập dựa trên 

nguyên lý d’Alembert-Lagrange.  

Phương trình Lagrange loại 2 của tay máy chuỗi gồm n  khâu (n  bậc tự 

do) với  1 2 ...
T

nq q q=q  là các tọa độ suy rộng đủ có dạng  

 ; 1,2,...,kt

i

i i i

d T T P
Q i n

dt q q q

   
− = − +      = 

   
 (1.8) 

Trong đó T  là biểu thức động năng của hệ, P  là hàm thế năng và 
kt

iQ  là 

lực suy rộng của các lực không thế. 

Phương trình (1.8) có thể được viết lại dưới dạng ma trận [1], [2], [19], 

[20], Sử dụng phương trình Lagrange loại 2 dạng ma trận có thể giúp ta thiết 

lập phương trình vi phân chuyển động một cách dễ dàng, có hệ thống. 

c) Phương pháp Hamilton 

Trong phần trên, phương trình Lagrange và phương trình Newton-Euler 

đã được thiết lập sử dụng hệ biến  ,q q . Các phương trình này được viết trong 

dạng hệ phương trình vi phân cấp hai. Để đơn giản và thuận tiện cho quá trình 

giải phương trình chuyển động, một hệ biến khác là dạng biến Hamilton và 
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phương trình Hamilton được sử dụng để mô tả phương trình chuyển động của 

tay máy trong hệ phương trình vi phân cấp một.  

Hệ biến Hamilton  ,q p  thay cho hệ biến  ,q q  bằng cách thay các biến 

vận tốc suy rộng q  thành các biến p  gọi là biến liên hợp, xác định bởi 

 ; 1, 2, ...,i

i

L
p i n

q


       =    


 (1.9) 

trong đó: L T P= −  gọi là hàm Lagrange, T  là hàm động năng và P  là hàm 

thế năng. 

Dựa vào hệ biến Hamilton, ta xây dựng hàm Hamilton như sau 

 
1

n

i i

i

H p q L
=

= −   (1.10) 

trong đó đại lượng vận tốc suy rộng 
iq  được thay bởi các biến Hamilton dựa 

vào công thức biến đổi (1.9)  và 
1−= → =p Aq q A p . 

Hệ gồm 2n  phương trình vi phân cấp một mô tả chuyển động của tay máy 

được xây dựng có dạng 

 ; 1, 2,

i

i

i
i

i

dq H

dt p
i n

dp H
Q

dt q


= 

        =    
 = − +

 

 (1.11) 

với 
iQ  là lực suy rộng không thế. 

Phương pháp Newton-Euler có ưu điểm là phản ánh rõ ý nghĩa cơ học của 

các lực và mômen tác dụng trên từng khâu, phù hợp với việc phân tích lực học 

cục bộ và xây dựng các thuật toán đệ quy. Tuy nhiên, khi số bậc tự do tăng lên, 

việc thiết lập và khử các lực liên kết thường trở nên cồng kềnh. Trong khi đó, 

phương pháp Lagrange cho phép thiết lập phương trình chuyển động trực tiếp 

theo tọa độ suy rộng, có tính hệ thống cao và thuận lợi khi biểu diễn phương 

trình động lực học dưới dạng ma trận. Vì vậy, đây là hướng được sử dụng rộng 

rãi trong nghiên cứu động lực học tay máy cũng như trong các bài toán điều 
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khiển. Phương pháp Hamilton lại có ưu điểm khi chuyển hệ phương trình vi 

phân cấp hai về hệ phương trình vi phân cấp một theo biến liên hợp, do đó 

thuận lợi hơn khi kết hợp với bài toán điều khiển tối ưu và các phương pháp 

biến phân. 

d) Phương trình chuyển động của tay máy chịu ràng buộc 

Xét tay máy gồm các khâu là các vật rắn, có vị trí được xác định bởi n  tọa 

độ suy rộng là  1 2 ...
T

nq q q=q , chịu r  liên kết hôlônôm giữ và lý tưởng 

với phương trình liên kết dạng 

 ( ), 0 ; 1,2,...,f t r =       =q  (1.12) 

Phương trình chuyển động của cơ hệ cần được viết trong dạng 

 * ; 1,2,...,kt

i i

i i i

d T T P
Q Q i n

dt q q q

   
− = − + +      = 

   
 (1.13) 

trong đó ( )* 1,2,...,iQ i n =  là lực suy rộng của các phản lực liên kết. 

Để hoàn thiện được việc thiết lập được phương trình (1.13), có hai phương 

pháp thường được sử dụng là: Phương trình Lagrange dạng nhân tử và Phương 

trình chuyển động với Nguyên lý Phù hợp. 

Phương pháp Lagrange dạng nhân tử đưa thêm n  nhân tử Lagrange và các 

phản lực của liên kết được thay thế bằng biểu thức sau 

 *

1

r
j

i j

j i

f
Q

q


=


= −


  (1.14) 

trong đó ( )1,2,...,j j r   =  gọi là các nhân tử Lagrange. 

Các phương trình Lagrange dạng nhân tử sẽ có dạng 

 
1

; 1,2,...,
r

jkt

i j

ji i i i

fd T T P
Q i n

dt q q q q


=

   
− = − + −      = 

    


 (1.15) 

Như vậy, các phương trình (1.12) và (1.15) tạo thành một hệ n r+  phương 

trình vi phân đại số. Chúng được sử dụng để xác định n  tọa độ suy rộng và r  

nhân tử Lagrange. 
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Theo Nguyên lý Phù hợp [1], đối với cơ hệ chịu liên kết cơ học lý tưởng 

thì lực suy rộng của các phản lực liên kết ( )* 1,2,...,iQ i n =  thỏa mãn điều kiện 

 *

1

0 ; 1,2,...,
m

j j

j

d Q n r 
=

=     = −  (1.16) 

với ( )1,2,..., ; 1,2,...,jd j n n r  =  = −  là các hệ số, có thể được xác định khi 

biểu diễn các gia tốc (vận tốc) suy rộng qua các gia tốc (vận tốc) suy rộng độc 

lập từ các phương trình liên kết (1.12).  

Lúc này, kết hợp với đạo hàm theo thời gian của phương trình liên kết 

(1.12) tạo thành một hệ n  phương trình vi phân để xác định n  tọa độ suy rộng. 

Nhìn chung, có thể thấy rằng các phương pháp phân tích động lực học tay 

máy robot đã được xác lập tương đối đầy đủ và hiệu quả của chúng đã được 

kiểm chứng qua nhiều công trình nghiên cứu cũng như qua thực tiễn ứng dụng. 

Vì vậy, trong giai đoạn gần đây, các nghiên cứu quốc tế ít tập trung vào việc 

đánh giá lại các phương pháp nền tảng một cách độc lập, mà chủ yếu phát triển 

theo các hướng mở rộng và ứng dụng chuyên sâu hơn. Một số hướng có thể kể 

đến là xây dựng mô hình động lực học có khả năng tính toán nhanh cho điều 

khiển thời gian thực, nhận dạng tham số động lực học, xét ảnh hưởng của ma 

sát, khe hở khớp, đàn hồi liên kết, hoặc kết hợp mô hình cơ học với dữ liệu thực 

nghiệm nhằm nâng cao độ chính xác mô hình [18], [20], [21]. Tuy nhiên, về 

bản chất, các nghiên cứu này vẫn kế thừa trực tiếp hệ cơ sở lý thuyết đã có, thay 

vì thay đổi nền tảng phương pháp luận của bài toán phân tích động lực học tay 

máy. 

Ở trong nước, nghiên cứu về phân tích động lực học tay máy robot cũng 

chủ yếu phát triển trên cơ sở kế thừa các phương pháp kinh điển nêu trên. Nhiều 

tài liệu chuyên khảo và giáo trình đã trình bày khá hệ thống bài toán động lực 

học tay máy robot, các cách xây dựng phương trình chuyển động và ứng dụng 

trong điều khiển robot. Các công trình nghiên cứu trong nước thường tập trung 

vào việc thiết lập mô hình động lực học cho các cấu hình tay máy cụ thể, phục 

vụ mô phỏng và thiết kế điều khiển, hơn là đề xuất các phương pháp hoàn toàn 



18 

 

mới. Xu hướng này là phù hợp, bởi đối với bài toán động lực học tay máy, điều 

quan trọng không phải là thay thế các phương pháp nền tảng đã được khẳng 

định, mà là lựa chọn và sử dụng phương pháp thích hợp với đặc điểm của bài 

toán nghiên cứu. 

 Vấn đề tối ưu hoá chuyển động của tay máy robot 

1.3.2.1. Khái quát các hướng tiếp cận trong tối ưu hóa chuyển động tay máy 

robot 

Tối ưu hóa chuyển động tay máy robot là một hướng nghiên cứu đã được 

quan tâm từ sớm và ngày càng phát triển cùng với yêu cầu nâng cao năng suất, 

độ chính xác và hiệu quả vận hành của robot công nghiệp. Nếu ở mức đơn giản, 

bài toán chỉ yêu cầu tay máy di chuyển từ trạng thái đầu đến trạng thái cuối 

hoặc bám theo một quỹ đạo cho trước, thì ở mức cao hơn, chuyển động của tay 

máy cần được thiết kế sao cho thỏa mãn một tiêu chuẩn tối ưu nhất định, chẳng 

hạn như thời gian nhỏ nhất, năng lượng tiêu hao nhỏ nhất, nỗ lực điều khiển 

nhỏ nhất, hoặc đồng thời bảo đảm nhiều ràng buộc về quỹ đạo, vận tốc, gia tốc 

và điều kiện công nghệ [19], [20], [22]-[25]. Vì vậy, tối ưu hóa chuyển động 

tay máy robot không chỉ là bài toán lập quỹ đạo theo nghĩa hình học, mà là một 

bài toán tổng hợp, gắn chặt với mô hình động lực học và phương pháp điều 

khiển của hệ. 

Trong các nghiên cứu đã công bố, có thể quy các hướng tiếp cận chính 

của bài toán tối ưu hóa chuyển động tay máy robot thành ba nhóm lớn, gồm: 

quy hoạch động, phương pháp trực tiếp và phương pháp gián tiếp. Bên cạnh 

đó, trong những năm gần đây còn xuất hiện thêm các hướng mở rộng như điều 

khiển dự báo mô hình, học tăng cường, tối ưu đa mục tiêu và các phương pháp 

kết hợp giữa mô hình vật lý với dữ liệu [26]-[32]. Tuy nhiên, về bản chất, phần 

lớn các nghiên cứu hiện nay vẫn có thể quy về ba hướng chính nêu trên. 

Hướng thứ nhất là quy hoạch động, xuất phát từ nguyên lý tối ưu Bellman 

và việc giải phương trình Hamilton–Jacobi–Bellman. Ưu điểm của hướng này 

là cơ sở lý thuyết chặt chẽ và có thể phát biểu bài toán ở dạng tổng quát. Tuy 

nhiên, khi áp dụng cho tay máy robot nhiều bậc tự do, đặc biệt là các bài toán 
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có ràng buộc phi tuyến và không gian trạng thái lớn, phương pháp này thường 

gặp khó khăn do khối lượng tính toán rất lớn và hiện tượng bùng nổ số chiều 

[33], [34], [35]. Vì vậy, mặc dù có giá trị học thuật và được sử dụng trong một 

số nghiên cứu tiêu biểu, quy hoạch động không phải là hướng tiếp cận được 

dùng phổ biến nhất đối với các bài toán tay máy công nghiệp có mô hình động 

lực học phức tạp. 

Hướng thứ hai là phương pháp trực tiếp, trong đó bài toán điều khiển tối 

ưu ban đầu được chuyển về một bài toán tối ưu hữu hạn chiều thông qua việc 

tham số hóa quỹ đạo hoặc tín hiệu điều khiển [22], [36]. Phương pháp này được 

sử dụng khá rộng rãi trong các bài toán tối ưu quỹ đạo, tối ưu thời gian, tối ưu 

độ giật, tối ưu năng lượng hoặc tối ưu đa mục tiêu [37]-[44]. Tuy nhiên, phương 

pháp trực tiếp cũng bộc lộ một số hạn chế. Trước hết, nghiệm tối ưu phụ thuộc 

đáng kể vào cách tham số hóa quỹ đạo, cách xây dựng hàm mục tiêu và thuật 

toán tối ưu được lựa chọn. Bên cạnh đó, lời giải thu được chủ yếu mang tính 

số, nên thường khó làm rõ cấu trúc của điều khiển tối ưu cũng như mối liên hệ 

nội tại giữa quy luật chuyển động, lực hoặc mômen dẫn động và mô hình động 

lực học của tay máy. Do đó, mặc dù có ưu thế về tính linh hoạt, phương pháp 

trực tiếp không phải lúc nào cũng là lựa chọn phù hợp nếu mục tiêu nghiên cứu 

là làm rõ bản chất cơ học của bài toán tối ưu chuyển động. 

Hướng thứ ba là phương pháp gián tiếp, trong đó bài toán tối ưu hóa 

chuyển động được xây dựng trực tiếp trên cơ sở mô hình động lực học, sau đó 

sử dụng phương pháp biến phân hoặc nguyên lý cực đại Pontryagin để thiết lập 

các điều kiện cần tối ưu [45]-[47]. So với phương pháp trực tiếp, hướng tiếp 

cận này cho phép khai thác rõ hơn cấu trúc động lực học của hệ và làm xuất 

hiện trực tiếp các biến liên hợp, hàm Hamilton cũng như điều kiện cực trị đối 

với biến điều khiển. Vì vậy, phương pháp gián tiếp đặc biệt phù hợp với các 

bài toán mà tiêu chuẩn tối ưu gắn trực tiếp với lực/mômen dẫn động, năng lượng 

tiêu hao, hoặc với các bài toán cần xét rõ vai trò của điều kiện biên và ràng 

buộc quỹ đạo trong khuôn khổ động lực học của tay máy [45], [48]. Mặc dù 

việc giải bài toán biên hai điểm thu được từ phương pháp này thường khó khăn 
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hơn về mặt số, song giá trị của nó nằm ở chỗ làm rõ được cấu trúc điều khiển 

tối ưu trên cơ sở cơ học của hệ. 

Một xu hướng nghiên cứu đáng chú ý khác là sự chuyển dịch từ các bài 

toán tối ưu thời gian thuần túy sang các bài toán tối ưu đa mục tiêu. Trong đó, 

một nhóm nghiên cứu tập trung vào tiêu chí năng lượng và hiệu quả vận hành, 

nhằm giảm tiêu hao năng lượng và nâng cao hiệu quả sử dụng robot công 

nghiệp [22] , [27], [49]. Một nhóm khác nhấn mạnh độ giật, độ trơn quỹ đạo và 

chất lượng động học của chuyển động, qua đó cải thiện độ êm dịu và giảm tác 

động cơ học bất lợi lên cơ cấu [50]-[52]. Bên cạnh đó, nhiều nghiên cứu xem 

xét sự phối hợp giữa thời gian, mômen điều khiển và các ràng buộc quỹ đạo 

hoặc vật cản, hướng tới các quỹ đạo vừa nhanh vừa khả thi trong điều kiện làm 

việc thực tế [41], [43]-[55]. Ngoài ra, trong bối cảnh robot cộng tác và robot 

công nghiệp hiện đại, một số công trình còn quan tâm đến an toàn người–máy 

và tính chấp nhận của chuyển động như một tiêu chí cần xét cùng với hiệu quả 

vận hành [11], [51]. Điều này phản ánh yêu cầu mới của robot công nghiệp hiện 

đại: tay máy không chỉ cần hoàn thành nhiệm vụ, mà còn phải làm việc theo 

phương án chuyển động hợp lý, ổn định và tiết kiệm năng lượng. Tuy vậy, sự 

phong phú của các tiêu chí và hướng tiếp cận cũng dẫn đến tình trạng các nghiên 

cứu bị phân tán theo từng dạng bài toán, từng loại hàm mục tiêu và từng cách 

phát biểu bài toán tối ưu. 

1.3.2.2. Các nghiên cứu theo hướng tiếp cận phương pháp quy hoạch động 

Quy hoạch động là một trong những hướng tiếp cận sớm được sử dụng 

trong bài toán tối ưu hóa chuyển động tay máy robot. Với cách tiếp cận này, 

bài toán có thể được phát biểu ở dạng tổng quát, cho phép xét đồng thời nhiều 

loại ràng buộc và nhiều dạng hàm mục tiêu khác nhau [24], [35]. Chính vì vậy, 

quy hoạch động từng được xem là một công cụ quan trọng trong giai đoạn đầu 

của các nghiên cứu về tối ưu hóa chuyển động tay máy robot. 

Một trong những công trình tiêu biểu theo hướng này là nghiên cứu của 

Shin và McKay năm 1986 [35]. Các tác giả đã xem xét bài toán lập kế hoạch 

quỹ đạo cho tay máy robot trên một đường chuyển động cho trước bằng cách 
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tham số hóa chuyển động theo quỹ đạo hình học, sau đó áp dụng quy hoạch 

động để xác định quy luật thời gian tối ưu. Kết quả của nghiên cứu cho thấy 

phương pháp này có khả năng xử lý bài toán tối ưu thời gian khi tay máy chuyển 

động dưới các ràng buộc động lực học. Công trình có ý nghĩa ở chỗ đã chỉ ra 

rằng đối với tay máy robot, việc tối ưu hóa chuyển động không chỉ dừng ở việc 

xác định đường đi hình học, mà còn phải xét tới bài toán phân bố vận tốc dọc 

theo quỹ đạo. Tuy nhiên, mô hình nghiên cứu vẫn chủ yếu phù hợp với các bài 

toán có cấu trúc tương đối đặc thù, chưa phản ánh đầy đủ mức độ phức tạp của 

các tay máy công nghiệp nhiều bậc tự do. 

 

Hình 1.4. Mô hình tay máy Bendix PACS trong nghiên cứu sớm về điều 

khiển tối ưu robot[35] 

Tiếp theo đó, Balkan năm 1998 [33] đã phát triển một cách tiếp cận quy 

hoạch động cho bài toán điều khiển tối ưu của tay máy robot. So với các nghiên 

cứu thiên về lập kế hoạch quỹ đạo trước đó, công trình này nhấn mạnh hơn việc 

xử lý bài toán điều khiển tối ưu trên cơ sở mô hình động lực học của hệ. Nghiên 

cứu cho thấy quy hoạch động có thể được sử dụng để tìm điều khiển tối ưu cho 

tay máy dưới một hàm chi phí xác định.  

Một hạn chế cơ bản của quy hoạch động trong bài toán tay máy robot là 

hiện tượng bùng nổ số chiều. Đối với một tay máy nhiều bậc tự do, không gian 

trạng thái thường có số chiều lớn do bao gồm cả biến vị trí và vận tốc, thậm chí 
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còn có thể mở rộng hơn nếu xét thêm các ràng buộc hoặc trạng thái phụ trợ. 

Khi đó, việc rời rạc hóa không gian trạng thái hoặc xấp xỉ hàm giá trị để giải 

phương trình Hamilton–Jacobi–Bellman đòi hỏi khối lượng tính toán rất lớn, 

làm giảm đáng kể tính khả thi của phương pháp đối với các bài toán robot công 

nghiệp thực tế [33].  

Nhằm khắc phục phần nào hạn chế đó, một số nghiên cứu sau này đã phát 

triển các biến thể của quy hoạch động theo hướng giảm tải tính toán hoặc kết 

hợp với các phương pháp khác. Nghiên cứu của Kaserer, Gattringer và Müller 

năm 2019 [34] là một ví dụ đáng chú ý. Các tác giả đã xem xét bài toán bám 

đường gần tối ưu với các ràng buộc về độ giật và tốc độ thay đổi mômen, tức 

là các đại lượng có ý nghĩa trực tiếp đối với chất lượng động học và giới hạn 

làm việc của cơ cấu chấp hành. Công trình này cho thấy quy hoạch động vẫn 

có thể được vận dụng trong các bài toán tối ưu hóa chuyển động có ràng buộc 

động học nâng cao. Tuy nhiên, bản thân việc phải khai thác cấu trúc đặc thù 

của bài toán để đạt được lời giải gần tối ưu cũng phản ánh một thực tế rằng quy 

hoạch động khó có thể áp dụng một cách linh hoạt và tổng quát cho nhiều dạng 

tay máy và nhiều dạng bài toán chuyển động khác nhau. 

Một hướng mở rộng khác là kết hợp quy hoạch động với học máy hoặc 

học tăng cường. Trong nghiên cứu của Ouyang, Dong và Sun năm 2022 [26], 

bài toán điều khiển tối ưu cho tay máy robot dưới các ràng buộc đặt trước được 

tiếp cận bằng học tăng cường. Các tác giả đã xây dựng hệ sai số có xét ràng 

buộc và sử dụng bộ học critic để xấp xỉ thành phần tối ưu của điều khiển. Kết 

quả mô phỏng cho thấy phương pháp đề xuất có khả năng cải thiện hiệu quả 

điều khiển trong điều kiện có ràng buộc. Các nghiên cứu như vậy cho thấy 

hướng quy hoạch động đang được mở rộng theo hướng thích nghi hơn với các 

bài toán phi tuyến phức tạp. Tuy nhiên, khi chuyển sang các cấu trúc học xấp 

xỉ, bài toán lại phát sinh thêm những vấn đề mới liên quan đến tính ổn định, 

khả năng hội tụ, chất lượng dữ liệu huấn luyện và mức độ giải thích được của 

nghiệm tối ưu. Vì vậy, các biến thể này tuy làm phong phú thêm hướng quy 

hoạch động, nhưng cũng không loại bỏ được hoàn toàn các khó khăn cơ bản 

của phương pháp. 



23 

 

Nhìn chung, các nghiên cứu theo hướng quy hoạch động có giá trị chủ yếu 

ở việc đặt nền tảng cho bài toán tối ưu hóa chuyển động tay máy robot trên cơ 

sở lý thuyết tối ưu động. Tuy nhiên, khi xét tới các tay máy công nghiệp nhiều 

bậc tự do, có mô hình động lực học phi tuyến và các bài toán chuyển động có 

điều kiện biên hoặc ràng buộc quỹ đạo cụ thể, quy hoạch động thường gặp trở 

ngại lớn về tính khả thi tính toán. Đây là lý do quan trọng khiến dù có nền tảng 

lý thuyết chặt chẽ, quy hoạch động không trở thành hướng tiếp cận chủ đạo 

trong đa số các nghiên cứu tối ưu hóa chuyển động tay máy công nghiệp hiện 

nay. 

1.3.2.3. Các nghiên cứu theo hướng phương pháp trực tiếp 

Về bản chất, với hướng tiếp cận này, bài toán điều khiển tối ưu ban đầu 

không được xử lý thông qua việc xây dựng trực tiếp các điều kiện cần tối ưu, 

mà được chuyển thành một bài toán tối ưu hữu hạn chiều bằng cách tham số 

hóa quỹ đạo trạng thái hoặc tín hiệu điều khiển. Sau đó, bài toán được giải bằng 

các công cụ tối ưu số, thường dưới dạng quy hoạch phi tuyến [22], [36].  

Một trong những công trình tiêu biểu cho hướng tiếp cận này là nghiên 

cứu của Kim và cộng sự năm 2010 [37], trong đó bài toán lập kế hoạch quỹ đạo 

tối ưu thời gian cho robot công nghiệp được khảo sát theo hướng thực dụng. 

Các tác giả tập trung vào việc xây dựng một phương pháp có khả năng ứng 

dụng trong môi trường robot công nghiệp, nơi thời gian chu kỳ có ảnh hưởng 

trực tiếp đến năng suất của dây chuyền sản xuất. Kết quả nghiên cứu cho thấy 

quỹ đạo chuyển động có thể được cải thiện theo hướng rút ngắn thời gian thực 

hiện mà vẫn bảo đảm các điều kiện làm việc của robot.  

Theo hướng tối ưu thời gian gắn với ứng dụng công nghệ cụ thể, Zhang 

và Zhao năm 2016 [38] đã nghiên cứu tay máy robot trong các nhiệm vụ khoan 

và hàn điểm. Nghiên cứu cho thấy khi bài toán được phát biểu theo cách phù 

hợp với nhiệm vụ công nghệ, có thể xây dựng được quy luật chuyển động rút 

ngắn thời gian thao tác. Công trình này phản ánh khá rõ ưu thế của phương 

pháp trực tiếp trong các ứng dụng mà mục tiêu tối ưu và các ràng buộc đã được 

xác định rõ. Tuy nhiên, cũng như nhiều nghiên cứu cùng loại, bài toán chủ yếu 
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được xử lý ở góc độ tối ưu quỹ đạo và khai thác thuật toán tối ưu số, trong khi 

sự liên hệ giữa lời giải tối ưu với cấu trúc động lực học và điều khiển của hệ 

chưa được làm nổi bật. 

Một nhánh phát triển quan trọng của phương pháp trực tiếp là tối ưu quỹ 

đạo theo tiêu chí thời gian - độ giật hoặc độ trơn chuyển động. Trong công trình 

của Gasparetto và Zanotto năm 2008 [39], các tác giả đã đề xuất một kỹ thuật 

lập kế hoạch quỹ đạo tối ưu độ giật cho robot. Điểm đáng chú ý của nghiên cứu 

này là chuyển trọng tâm từ bài toán tối ưu thời gian đơn thuần sang bài toán 

đồng thời xét tới độ êm của chuyển động. Kết quả cho thấy khi giảm được độ 

giật, chất lượng động học của quỹ đạo được cải thiện, qua đó có thể giảm sốc 

cơ học và nâng cao tính ổn định của chuyển động. Sau này, hướng nghiên cứu 

này tiếp tục được phát triển trong nhiều công trình khác, chẳng hạn như nghiên 

cứu của Wang và cộng sự năm 2022 [56], Zhou và cộng sự năm 2023 [57], S. 

Ye và cộng sự năm 2025 [58] và C. Qian và cộng sự năm 2025 [59], trong đó 

tính liên tục của độ giật được nhấn mạnh hơn nữa đối với quỹ đạo của robot 

công nghiệp. Điều này cho thấy phương pháp trực tiếp đặc biệt phù hợp với các 

bài toán mà quỹ đạo cần được thiết kế để đáp ứng đồng thời các yêu cầu về thời 

gian và độ trơn. 

Ngoài các phương pháp tối ưu số cổ điển, nhiều nghiên cứu theo hướng 

trực tiếp còn khai thác các thuật toán lai (heuristic và metaheuristic). Chẳng 

hạn, trong nghiên cứu của Tangpattanakul, Meesomboon và Artrit năm 2010 

[60], thuật toán tìm kiếm hài hoà (Harmony Search) được sử dụng để tối ưu 

quỹ đạo tay máy robot. Tương tự, một số công trình khác sử dụng thuật toán di 

truyền (Genetic Algorithm), thuật toán tối ưu bầy đàn (Particle Swarm 

Optimization) hoặc các kỹ thuật tối ưu lai để xử lý bài toán quỹ đạo tối ưu [3], 

[22], [60]. Hướng tiếp cận này cho phép mở rộng khá linh hoạt bài toán tối ưu, 

đặc biệt khi hàm mục tiêu phức tạp hoặc khó biểu diễn dưới dạng thuận lợi cho 

các thuật toán sử dụng gradient. Một số nhược điểm thường gặp là chất lượng 

nghiệm phụ thuộc mạnh vào lựa chọn tham số thuật toán, thời gian tính toán có 

thể lớn, và khó đánh giá chặt chẽ về mặt lý thuyết đối với tính tối ưu của 

nghiệm. 
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1.3.2.4. Các nghiên cứu theo hướng phương pháp gián tiếp 

Phương pháp gián tiếp là một hướng tiếp cận quan trọng trong bài toán tối 

ưu hóa chuyển động tay máy robot, đặc biệt khi bài toán được phát biểu trực 

tiếp trên cơ sở mô hình động lực học của hệ. Khác với phương pháp trực tiếp, 

trong đó quỹ đạo hoặc điều khiển thường được tham số hóa trước rồi đưa về 

bài toán tối ưu số hữu hạn chiều, phương pháp gián tiếp xây dựng các điều kiện 

cần tối ưu thông qua giải tích biến phân hoặc nguyên lý cực đại Pontryagin, từ 

đó dẫn tới một hệ phương trình vi phân biên hai điểm gồm phương trình trạng 

thái, phương trình biến liên hợp, điều kiện cực trị của điều khiển và các điều 

kiện biên tương ứng [46]. Theo nghĩa đó, phương pháp gián tiếp không chỉ 

nhằm tìm một nghiệm số khả thi, mà còn hướng tới việc làm rõ cấu trúc của 

điều khiển tối ưu trên cơ sở cơ học và động lực học của tay máy. 

Các nghiên cứu theo hướng tiếp cận này xuất hiện khá sớm trong lĩnh vực 

robot. Một tài liệu thường được nhắc tới là luận án của Borrow năm 1982 [47], 

trong đó bài toán điều khiển tối ưu đối với tay máy robot đã được đặt ra như 

một vấn đề nghiên cứu độc lập. Mặc dù công trình này thuộc giai đoạn đầu của 

lĩnh vực, nó cho thấy từ khá sớm đã tồn tại xu hướng tiếp cận bài toán chuyển 

động tay máy không chỉ như một bài toán điều khiển bám quỹ đạo đơn thuần, 

mà như một bài toán tối ưu hóa với hệ thống có cấu trúc động lực học rõ ràng. 

Ý nghĩa của giai đoạn này nằm ở chỗ nó đặt nền cho việc áp dụng các công cụ 

tối ưu động vào tay máy robot, đặc biệt đối với những bài toán mà biến điều 

khiển có ý nghĩa vật lý trực tiếp như lực hoặc mômen tại khớp. 

Năm 1986, Dubowsky, Norris và Shiller [61] đã khảo sát bài toán lập kế 

hoạch quỹ đạo tối ưu thời gian cho tay máy robot có xét tránh vật cản. Tiếp đó, 

Shiller năm 1992 [62] đã nghiên cứu bài toán chuyển động tối ưu thời gian có 

xét đến các điểm kỳ dị động lực học. Các nghiên cứu này cho thấy rằng đối với 

tay máy robot, các yếu tố như kỳ dị động lực học hay hình dạng đường đi có 

thể ảnh hưởng trực tiếp đến khả năng đạt tối ưu. 

Theo hướng tối ưu hóa quỹ đạo trên cơ sở mô hình động lực học, các 

nghiên cứu của Saramago và Steffen Jr. năm 1998 [55] và năm 2000 [56] cũng 
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có ý nghĩa đáng chú ý. Trong công trình năm 1998, các tác giả đã xem xét bài 

toán tối ưu quỹ đạo của tay máy có xét đầy đủ hơn đến động lực học của hệ. 

Đến năm 2000, bài toán được mở rộng sang trường hợp có vật cản chuyển động. 

Các nghiên cứu này cho thấy phương pháp gián tiếp có thể được áp dụng cho 

những bài toán phức tạp hơn so với trường hợp chuyển động tự do đơn giản. 

Tuy nhiên, một đặc điểm chung của nhóm nghiên cứu này là phần lớn vẫn thiên 

về việc chứng minh khả năng giải bài toán tối ưu cho những mô hình cụ thể 

hoặc những kịch bản được đặt trước, trong khi mức độ khái quát hóa thành một 

hướng phương pháp có thể áp dụng linh hoạt cho các bài toán chuyển động điển 

hình của tay máy công nghiệp còn chưa nhiều. 

Năm 2010, Nikoobin và Moradi đã mở rộng bài toán tối ưu điều khiển 

sang trường hợp trong đó trạng thái, điều khiển và cả các tham số hằng như giá 

trị đối trọng được xác định đồng thời để cực tiểu hóa một chỉ tiêu hiệu năng 

cho nhiệm vụ chuyển động điểm-điểm của tay máy robot [63]. Công trình này 

cho thấy bằng cách mở rộng bài toán tối ưu để chứa thêm tham số, rồi áp dụng 

nguyên lý cực tiểu Pontryagin, có thể thu được hệ điều kiện tối ưu dẫn tới bài 

toán biên hai điểm giải bằng số; kết quả mô phỏng cho thấy cách tiếp cận làm 

giảm đáng kể giá trị hàm mục tiêu so với các phương án không cân bằng, cân 

bằng tĩnh hoặc cân bằng thích nghi. Điểm đáng chú ý ở đây phương pháp gián 

tiếp có thể mở rộng để xử lý các biến thiết kế và tham số cơ khí bên cạnh biến 

điều khiển.  

Asgari và Nikoobin năm 2020 tiếp tục nghiên cứu bài toán ném tối ưu 

bằng tay máy được phát biểu thành một bài toán điều khiển tối ưu với mục tiêu 

tối thiểu nỗ lực điều khiển trong một thời gian cuối cho trước [64]. Điểm mạnh 

của nghiên cứu này là cho thấy phương pháp gián tiếp có thể xử lý được một 

lớp bài toán động lực học, nơi điều kiện cuối không cố định hoàn toàn mà gắn 

với điều kiện phóng vật thể tới đích. Kết quả mô phỏng và thực nghiệm cho 

thấy khung bài toán là khả thi. Đây là một bài toán tương đối đặc thù, rất có giá 

trị về phương pháp mặc dù nó không trực tiếp giải quyết các trường hợp chuyển 

động chuẩn của tay máy công nghiệp như chuyển động điểm-điểm thông 

thường hoặc chuyển động theo quỹ đạo định sẵn. 
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Để đánh giá hiệu quả của việc lựa chọn hàm chi phí, Hedy César Ramírez-

de-Ávila năm 2021 [65] đã so sánh một hàm chi phí dạng chuẩn thường gặp 

với một hàm chi phí có chứa thành phần tensor khối lượng, đều hướng đến mục 

tiêu tối thiểu hóa nỗ lực điều khiển. Mô phỏng số được áp dụng cho tay máy 

robot phẳng 2 bậc tự do với nhiều dạng hàm mục tiêu khác nhau. Kết quả cho 

thấy có sự khác nhau giữa hàm chi phí thường dùng và hàm chi phí có xét tensor 

khối lượng, có thể tham khảo làm cơ sở để phát triển đi sâu vào các bài toán 

chuyển động công nghiệp cụ thể, điển hình. 

Từ các công trình đã công bố có thể thấy rằng phương pháp gián tiếp đã 

chứng minh được khả năng xử lý nhiều lớp bài toán điều khiển tối ưu khác 

nhau. Ưu điểm nổi bật của hướng tiếp cận này là làm rõ được cấu trúc của bài 

toán tối ưu trên cơ sở mô hình động lực học, từ đó thiết lập trực tiếp mối liên 

hệ giữa trạng thái, biến liên hợp, điều khiển và các điều kiện biên. Đối với các 

bài toán mà tiêu chuẩn tối ưu gắn chặt với lực/mômen khớp, đây là một lợi thế 

quan trọng.  

1.3.2.5. Các nghiên cứu trong nước 

Một công trình có tính ứng dụng là nghiên cứu của Lê Anh Kiệt và cộng 

sự năm 2016 [4] về thiết kế, chế tạo hệ thống điều khiển robot bốc xếp AKB. 

Trong công trình này, robot bốc xếp được thiết kế và chế tạo phục vụ ứng dụng 

thực tế, trong đó quỹ đạo chuyển động được xây dựng theo phương pháp lập 

bảng tọa độ đặt và huấn luyện thông qua bộ lệnh biên dịch. Cách tiếp cận này 

cho phép robot thực hiện nhiệm vụ chuyển động theo yêu cầu, đồng thời tối ưu 

theo hướng đơn giản hóa thao tác lập quỹ đạo và rút ngắn đường đi. 

Theo hướng tối ưu tham số điều khiển để nâng cao chất lượng đáp ứng, 

Dương Xuân Biên và Chu Anh Mỳ năm 2018 [5] đã nghiên cứu bài toán thiết 

kế bộ điều khiển cho tay máy có khâu cứng-mềm, trong đó các thông số của bộ 

điều khiển PID được tối ưu bằng thuật toán tối ưu bầy đàn (PSO) nhằm nâng 

cao độ chính xác vị trí. Công trình này cho thấy tối ưu hóa trong nghiên cứu 

tay máy robot ở trong nước bước đầu đã được quan tâm không chỉ ở mức quỹ 

đạo, mà còn ở mức điều chỉnh tham số điều khiển. Kết quả nghiên cứu cho thấy 
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việc sử dụng thuật toán tối ưu có thể cải thiện chất lượng điều khiển của hệ, độ 

chính xác vị trí của tay máy robot được nâng cao.  

Ở góc độ tối ưu chuyển động hình học, Nguyễn Mai Quyên, Chu Bình 

Minh và Hà Bình Minh năm 2022 [6] đã trình bày một phương pháp tính toán 

và tối ưu hóa các góc quay khớp trong điều khiển cánh tay robot ba bậc tự do 

phẳng. Bài toán được đặt ra là xác định các góc quay sao cho điểm tác động 

cuối di chuyển đến vị trí cho trước với giả định tối ưu hóa năng lượng thông 

qua cực tiểu hóa các góc quay theo một thứ tự ưu tiên. Công trình này có ý 

nghĩa ở chỗ đã tiếp cận bài toán chuyển động tay máy từ góc nhìn tối ưu hóa, 

tuy nhiên cách phát biểu bài toán vẫn chủ yếu dựa trên quan hệ hình học của 

tay máy robot. 

Lưu Thị Huế và Nguyễn Phạm Thục Anh năm 2022 [3] đã đề xuất một 

phương pháp thiết kế quỹ đạo tối ưu cho robot sử dụng thuật toán di truyền. 

Trong công trình này, quá trình tối ưu được thực hiện bằng cách xét các ràng 

buộc về mômen, vị trí và vận tốc khớp, từ đó thu được quỹ đạo điểm cuối tối 

ưu theo tiêu chí thời gian. Kết quả cho thấy phương pháp có thể giải quyết đồng 

thời bài toán tối ưu quỹ đạo và bài toán điều khiển bám quỹ đạo. Đây là một 

nghiên cứu đáng chú ý vì đã chuyển từ tối ưu các biến hình học đơn giản sang 

tối ưu quỹ đạo có xét tới các ràng buộc vận hành.  

1.3.2.6. Nhận xét về tình hình nghiên cứu tối ưu hoá chuyển động tay máy robot 

Từ các nghiên cứu đã tổng quan có thể thấy rằng, trên thế giới, bài toán 

tối ưu hóa chuyển động tay máy robot đã được nghiên cứu theo nhiều hướng 

tiếp cận khác nhau và đã đạt được những kết quả đáng kể. Điều đó cho thấy tối 

ưu hóa chuyển động tay máy robot là một lĩnh vực nghiên cứu có chiều sâu, 

phát triển theo hướng ngày càng gần hơn với các yêu cầu thực tế của robot công 

nghiệp. 

Xét về các hướng tiếp cận, có thể thấy rằng mỗi nhóm phương pháp đều 

có ưu điểm và hạn chế riêng. Quy hoạch động có cơ sở lý thuyết chặt chẽ, cho 

phép phát biểu bài toán ở dạng tổng quát, nhưng gặp trở ngại lớn về khối lượng 

tính toán khi áp dụng cho các hệ nhiều bậc tự do hoặc bài toán có không gian 
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trạng thái lớn. Phương pháp trực tiếp có ưu thế ở tính linh hoạt trong triển khai 

bằng phương pháp số, tuy nhiên chính vì nghiêng nhiều về mặt giải số, phương 

pháp trực tiếp cũng có những giới hạn nhất định khi mà nghiệm thu được phụ 

thuộc khá mạnh vào cách tham số hóa quỹ đạo, lựa chọn hàm mục tiêu và thuật 

toán tối ưu và khi số biến tối ưu lớn hoặc bài toán có nhiều ràng buộc phi tuyến, 

việc tìm nghiệm ổn định và có ý nghĩa vật lý cũng gặp khó khăn.  

Đối với phương pháp gián tiếp và điều khiển tối ưu, các công trình đã công 

bố cho thấy đây là hướng tiếp cận có khả năng khai thác trực tiếp mô hình động 

lực học của tay máy để xây dựng điều kiện cần tối ưu. Các nghiên cứu theo 

hướng này đã được sử dụng cho nhiều lớp bài toán với các tiêu chí tối ưu khác 

nhau. Các kết quả này khẳng định rằng phương pháp gián tiếp vẫn còn giá trị 

lý thuyết, việc đề xuất một khung nghiên cứu tương đối thống nhất cho các lớp 

chuyển động có ý nghĩa công nghiệp vẫn còn hiện hữu. 

Với các nghiên cứu trong nước về tối ưu hóa chuyển động tay máy robot, 

hiện nay đã tiếp cận một số hướng như tối ưu quỹ đạo, tối ưu góc khớp, tối ưu 

tham số điều khiển và ứng dụng các thuật toán tối ưu. Đây là những kết quả có 

ý nghĩa thực tiễn nhất định, cho thấy vấn đề tối ưu hóa chuyển động của tay 

máy robot đã được quan tâm trong bối cảnh nghiên cứu và ứng dụng trong 

nước. So với các nghiên cứu trên thế giới, nghiên cứu trong nước về tối ưu hóa 

chuyển động và điều khiển tối ưu tay máy robot còn hạn chế hơn cả về số lượng 

công bố lẫn mức độ đa dạng của hướng tiếp cận. Điều này phản ánh thực tế 

rằng ở trong nước, hướng nghiên cứu tối ưu hóa chuyển động tay máy robot 

vẫn đang trong quá trình phát triển và phần lớn mới dừng ở việc giải quyết từng 

vấn đề riêng lẻ hơn là hình thành các hướng nghiên cứu có tính hệ thống. 

1.4. Định hướng nội dung nghiên cứu của đề tài luận án 

Từ những nhận xét trên có thể chỉ ra một số khoảng trống nghiên cứu mà 

luận án sẽ tập trung như sau: 

- Thứ nhất, cần có một cách tiếp cận gắn kết chặt chẽ giữa mô hình động 

lực học của tay máy công nghiệp với bài toán tối ưu hóa chuyển động, thay vì 

chỉ dừng ở tối ưu quỹ đạo theo nghĩa hình học hoặc tối ưu số thuần túy.  
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- Thứ hai, cần khảo sát các trường hợp chuyển động điển hình của tay máy 

công nghiệp nhằm đánh giá khả năng áp dụng của khung phương pháp nghiên 

cứu trong những tình huống có ý nghĩa thực tiễn.  

Nội dung nghiên cứu của luận án như sau: 

- Nghiên cứu cơ sở lý thuyết về phân tích động lực học tay máy công 

nghiệp và điều khiển tối ưu. 

- Xây dựng mô hình động lực học sử dụng phương pháp Lagrange, nguyên 

lý phù hợp và thiết lập bài toán điều khiển tối ưu cho tay máy công nghiệp 

sử dụng nguyên lý Pontryagin dựa trên phương pháp gián tiếp. 

- Mô phỏng số điều khiển tối ưu tay máy với các chuyển động điển hình: 

chuyển động điểm-điểm, chuyển động có ràng buộc điểm cuối và chuyển 

động theo chu kỳ nhằm minh họa phương pháp nghiên cứu. 

Kết luận chương 1 

Từ nội dung chương 1 có thể rút ra một số kết luận như sau: 

1- Cùng với sự phát triển của robot công nghiệp, các yêu cầu về chất lượng 

chuyển động, độ ổn định, hiệu quả vận hành và mức tiêu hao năng lượng ngày 

càng trở nên quan trọng, làm cho bài toán tối ưu hóa chuyển động của tay máy 

robot có ý nghĩa khoa học và thực tiễn rõ rệt. Từ nghiên cứu tổng quan tình 

hình nghiên cứu trong và ngoài nước, việc tối ưu hoá chuyển động của robot 

công nghiệp vẫn đang được các nhà khoa học quan tâm nghiên cứu. 

2- Lý thuyết bài toán phân tích động lực học robot công nghiệp đã có cơ 

sở hoàn chỉnh với các phương pháp chủ yếu như Newton–Euler, Lagrange, 

Hamilton và các cách tiếp cận đối với tay máy chịu ràng buộc. Các phương 

pháp này là nền tảng để mô hình hóa và khảo sát chuyển động của tay máy. Đối 

với bài toán tối ưu hóa chuyển động và điều khiển tối ưu tay máy robot, hiện 

nay đã hình thành nhiều hướng tiếp cận chính như quy hoạch động, phương 

pháp trực tiếp và phương pháp gián tiếp.  

3- Luận án xác định nội dung nghiên cứu là sử dụng mô hình động lực học 

dựa trên phường pháp Lagrange và nguyên lý phù hợp, từ đó thiết lập  giải bài 

toán tối ưu hóa chuyển động của tay máy công nghiệp theo phương pháp gián 
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tiếp sử dụng nguyên lý Pontryagin, áp dụng cho một số trường hợp chuyển 

động điển hình nhằm làm rõ quy luật điều khiển tối ưu của hệ. 
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CHƯƠNG 2. CƠ SỞ LÝ THUYẾT VỀ PHÂN TÍCH ĐỘNG LỰC HỌC 

VÀ ĐIỀU KHIỂN TỐI ƯU TAY MÁY CÔNG NGHIỆP 

 Đối với tay máy công nghiệp, nghiên cứu chuyển động cần được xem xét 

trong mối liên hệ giữa ba nội dung cơ bản: động học, động lực học và điều 

khiển tối ưu. Động học cho phép mô tả quan hệ giữa các biến khớp với vị trí, 

vận tốc và gia tốc của điểm tác động cuối. Động lực học làm rõ mối liên hệ 

giữa trạng thái chuyển động của tay máy với lực và mômen điều khiển tại các 

khớp. Trên cơ sở đó, điều khiển tối ưu cho phép xác định quy luật điều khiển 

và quy luật chuyển động phù hợp để tay máy thực hiện nhiệm vụ công nghệ, 

đồng thời thỏa mãn các điều kiện biên, các ràng buộc đặt ra và đạt tiêu chí tối 

ưu đã lựa chọn. Vì vậy, để giải quyết các bài toán nghiên cứu của luận án, cần 

xây dựng cơ sở lý thuyết thống nhất cho việc mô hình hóa động học, thiết lập 

phương trình động lực học và phát biểu bài toán điều khiển tối ưu chuyển động 

của tay máy công nghiệp. 

Trong luận án này, tay máy robot được xét chủ yếu là tay máy dạng chuỗi 

hở, với các mô hình tay máy phẳng được sử dụng để minh họa và khảo sát trong 

các chương tiếp theo. Với phạm vi đó, việc lựa chọn và kết hợp các phương 

pháp mô hình hóa, phân tích động lực học và điều khiển tối ưu có ý nghĩa quan 

trọng. Phương pháp ma trận truyền được sử dụng để mô tả hình học và thiết lập 

các quan hệ động học của tay máy. Phương trình Lagrange dạng ma trận được 

dùng để xây dựng mô hình động lực học của hệ theo dạng có cấu trúc. Đối với 

các bài toán có ràng buộc quỹ đạo điểm cuối, nguyên lý phù hợp được sử dụng 

nhằm xử lý ràng buộc hình học/quỹ đạo và thiết lập phương trình chuyển động 

tương ứng. Trên cơ sở mô hình động lực học, bài toán tối ưu hóa chuyển động 

được phát biểu dưới dạng bài toán điều khiển tối ưu, trong đó nguyên lý cực 

đại Pontryagin được sử dụng để thiết lập các điều kiện cần của nghiệm tối ưu. 

Mục tiêu của chương này là hệ thống hóa cơ sở lý thuyết phục vụ phân 

tích động lực học và điều khiển tối ưu chuyển động của tay máy công nghiệp. 

Nội dung chương bao gồm: cơ sở động học tay máy, cơ sở động lực học tay 

máy, cơ sở điều khiển tối ưu dựa trên nguyên lý cực đại Pontryagin, một số quy 
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luật chuyển động trong không gian khớp phục vụ so sánh định lượng và khung 

phương pháp đề xuất của luận án. Các nội dung này là cơ sở để thiết lập và giải 

các bài toán điều khiển tối ưu chuyển động điểm–điểm, chuyển động khứ hồi 

và chuyển động có ràng buộc quỹ đạo điểm cuối trong các chương tiếp theo. 

2.1. Cơ sở lý thuyết về động học tay máy  

Đối với tay máy công nghiệp dạng chuỗi hở, chuyển động của hệ được 

hình thành từ chuyển động tương đối giữa các khâu nối tiếp nhau qua các khớp. 

Mỗi khâu có thể xem là một vật rắn, còn mỗi khớp cho phép thực hiện một 

dạng chuyển động cơ bản, thường là quay hoặc tịnh tiến. Khi các khớp chuyển 

động đồng thời, vị trí và hướng của khâu cuối sẽ thay đổi theo một quy luật xác 

định bởi cấu trúc hình học của tay máy. Vì vậy, khảo sát động học tay máy thực 

chất là xây dựng các quan hệ toán học mô tả sự phụ thuộc giữa biến khớp và 

các đại lượng hình học đặc trưng của tay máy. 

Để mô tả vị trí và hướng của các khâu một cách có hệ thống, cần gắn các 

hệ tọa độ thích hợp lên tay máy. Thông thường, một hệ tọa độ cơ sở được gắn 

với giá cố định của tay máy, và mỗi khâu được gắn một hệ tọa độ cục bộ. Vị trí 

của một điểm bất kỳ trên khâu có thể được biểu diễn trong hệ tọa độ cục bộ của 

khâu đó, sau đó chuyển sang hệ tọa độ cơ sở thông qua các phép biến đổi hình 

học. Trong luận án này, phương pháp ma trận truyền được lựa chọn làm công 

cụ chủ yếu để mô tả động học tay máy. Phương pháp này dựa trên việc xác định 

các phép biến đổi hình học giữa các hệ tọa độ cục bộ gắn với từng khâu và hệ 

tọa độ cố định. Mỗi phép biến đổi có thể được biểu diễn như tổ hợp của các 

phép quay và tịnh tiến, từ đó cho phép thiết lập một cách có hệ thống vị trí của 

mọi điểm trên tay máy trong hệ tọa độ cơ sở. So với cách lập luận hình học trực 

tiếp, phương pháp ma trận truyền có ưu điểm ở tính chặt chẽ, dễ tổng quát hóa 

và thuận lợi cho việc lập trình tính toán trên các phần mềm mô phỏng số. 

 Phương pháp ma trận truyền 

Trong mặt phẳng, xét hai hệ tọa độ 
i i iO x y  và 

j j jO x y , với vị trí hệ tọa độ 

j j jO x y  được xác định đối với hệ tọa độ 
i i iO x y  nhờ vị trí của gốc tọa độ 

jO  có 
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tọa độ đối với hệ tọa độ 
i i iO x y  là 

( ) ( ) ( )  
T T

j j j

i i i

O O Ox y u v = =
 

r  và góc   là góc 

giữa trục 
j jO x  và trục //j i i iO x O x , như trên Hình 2.1. 

 

Hình 2.1.  Biểu diễn các hệ tọa độ và vị trí điểm M 

Xét điểm M  có vị trí trong hệ tọa độ 
j j jO x y  là 

( ) ( ) ( )
T

j j j

M M Mx y =
 

r , khi 

đó vị trí của nó trong hệ tọa độ 
i i iO x y  là 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

cos sin

sin cos

i j j

M M M

i j j

M M M

x u x y

y v x y

= + −

= + +

 

 
 (2.1) 

Sử dụng tọa độ thuần nhất trong mặt phẳng, vectơ vị trí của điểm M  được 

viết dưới dạng 

 

( ) ( )

,
1 1

i j

M M
   

        
   

r r
 (2.2) 

Trong dạng ma trận, biểu thức (2.1) có thể được viết lại như sau 

 

( ) ( )
1 0 1 0 0 cos sin 0

0 1 0 . 0 1 . sin cos 0 .
1 1

0 0 1 0 0 1 0 0 1

i j

M M

u

v

−     
        

=        
             

r r
 

   (2.3) 

Đặt các ma trận biến đổi 
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1 0 1 0 0 cos sin 0

0 1 0 ; 0 1 ; sin cos 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

u v

u

v

−     
     

=  =  =
     
          

t t t

 

   (2.4) 

Ta viết lại biểu thức (2.3) dưới dạng 

 

( ) ( )

1 1

i j

M M
u v

   
=   

   

r r
t t t  (2.5) 

Biểu thức (2.5) cho phép xác định vị trí của điểm M  trong hệ tọa độ 
i i iO x y  

được biến đổi từ hệ tọa độ 
j j jO x y  nhờ hai phép tịnh tiến và một phép quay 

tương ứng với các ma trận , ,u v  t t t
 tương ứng.  

Đưa vào ma trận biểu diễn phép biến đổi của hệ tọa độ 
j j jO x y  về hệ tọa 

độ 
i i iO x y  như sau: 

 
i

j u v=T t t t  (2.6) 

Ma trận 
i

jT  còn được gọi là ma trận truyền từ hệ tọa độ 
j j jO x y  sang hệ tọa 

độ 
i i iO x y . Ý nghĩa của ma trận này là gộp đồng thời phép quay và phép tịnh 

tiến vào trong một biểu thức ma trận duy nhất. Vì vậy, nếu tay máy gồm nhiều 

khâu nối tiếp, ta chỉ cần nhân liên tiếp các ma trận truyền thành phần để xác 

định vị trí của bất kỳ khâu nào hoặc của điểm tác động cuối trong hệ tọa độ cơ 

sở. 

 Áp dụng phương pháp ma trận truyền cho tay máy  

Xét tay máy phẳng với hệ tọa độ cố định 
0 0 0O x y , hệ tọa độ 

i i iO x y  gắn liền 

với khâu i . Khi đó, ma trận biểu diễn phép biến đổi của hệ tọa độ 
i i iO x y  về hệ 

tọa độ cố định 
0 0 0O x y  sẽ là: 

 0 0 1 2 1

1 2 3 ... i

i i

−=T T T T T  (2.7) 

Khi đó, nếu một điểm M có tọa độ trong hệ tọa độ khâu i là 

( ) ( ) ( )
T

i i i

M M Mx y =
 

r , thì tọa độ của điểm đó trong hệ cố định được xác định bởi 
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( ) ( )0

0

1 1

i

M M
i

   
=   

   

r r
T  (2.8) 

Tọa độ điểm tác động cuối E  trong hệ tọa độ cố định 
0 0 0O x y  sẽ được xác 

định tọa độ của nó trong hệ tọa độ gắn liền với khâu thứ n  (khâu cuối) là 
n n nO x y  

thông qua biểu thức toạ độ thuần nhất là: 

 

( ) ( )0

0

1 1

n

E E
n

   
=   

   

r r
T  (2.9) 

Như vậy, sau khi xác định được cấu trúc các ma trận truyền thành phần 

theo từng khớp và từng khâu, ta có thể xác định được vị trí của mọi điểm đặc 

trưng trên tay máy, đặc biệt là vị trí của điểm tác động cuối, dưới dạng hàm của 

các tọa độ suy rộng. 

Vận tốc và gia tốc của điểm E  trong hệ tọa độ cố định 
0 0 0O x y  xác định 

bằng cách đạo hàm hai vế của biểu thức (2.9) theo thời gian: 

 
( ) ( )0 0

E E=v r  (2.10) 

 
( ) ( )0 0

E E=a r  (2.11) 

Với từng mô hình tay máy, ta sẽ xác định các ma trận truyền 0 1

1 2, ,... T T  và 

tính được ma trận 0

nT . Sau đó, sử dụng biểu thức (2.9), (2.10), (2.11) để xác 

định được vị trí, vận tốc, gia tốc của điểm tác động cuối phụ thuộc vào các tọa 

độ suy rộng.  

Đối với từng mô hình tay máy cụ thể, cấu trúc của ma trận truyền phụ 

thuộc vào loại khớp. Với khớp quay, phần tử biến đổi chủ yếu là góc quay; với 

khớp tịnh tiến, phần tử biến đổi chủ yếu là độ dịch chuyển. Tuy nhiên, về bản 

chất, toàn bộ chuỗi động học vẫn được mô tả thống nhất thông qua phép nhân 

ma trận. Chính đặc điểm này tạo ra ưu thế lớn khi cần thiết lập mô hình cho các 

tay máy có cấu trúc hỗn hợp. Mặt khác, trong các bài toán chuyển động có ràng 

buộc quỹ đạo, chẳng hạn khi điểm cuối buộc phải di chuyển trên một đường 

xác định trước, mô hình động học vi phân giữ vai trò đặc biệt quan trọng. Lúc 

này, các điều kiện ràng buộc không chỉ áp đặt lên vị trí mà còn kéo theo các 



37 

 

quan hệ đối với vận tốc và gia tốc. Việc xây dựng chính xác các biểu thức vận 

tốc và gia tốc từ mô hình động học là điều kiện cần để chuyển sang bước thiết 

lập phương trình động lực học của hệ chịu ràng buộc. 

2.2. Cơ sở lý thuyết về động lực học tay máy robot 

Từ các quan hệ động học đã thiết lập ở mục trước, có thể xác định được 

vị trí, vận tốc và gia tốc của các khâu cũng như của điểm tác động cuối theo 

các tọa độ suy rộng. Tuy nhiên, để làm rõ bản chất cơ học của chuyển động, 

cần tiếp tục xây dựng mối liên hệ giữa các đại lượng động học đó với các lực 

và mômen tác dụng. Nói cách khác, nếu phần động học cho biết tay máy chuyển 

động như thế nào, thì phần động lực học sẽ cho biết để tạo ra chuyển động đó 

cần những tác động cơ học nào tại các khớp. Đối với tay máy công nghiệp dạng 

chuỗi hở, đây là cơ sở trực tiếp để mô phỏng chuyển động và phát triển các bài 

toán điều khiển tối ưu. 

Trong luận án này, phương trình chuyển động của tay máy robot được 

thiết lập theo phương pháp Lagrange loại 2. So với cách thiết lập phương trình 

động lực học bằng cách tách riêng từng khâu và xét cân bằng lực, mômen trên 

từng phần tử, phương pháp Lagrange cho phép xây dựng phương trình chuyển 

động trực tiếp theo các tọa độ suy rộng của hệ. Cách tiếp cận này đặc biệt phù 

hợp với tay máy robot nhiều bậc tự do, vì nó tạo ra một khuôn khổ biểu diễn 

gọn, có tính hệ thống và thuận lợi khi chuyển sang dạng ma trận. 

 Phương trình Lagrange loại 2 dạng ma trận 

Nếu các tọa độ suy rộng của tay máy là độc lập, tức là giữa chúng không 

tồn tại bất kỳ hệ thức liên hệ nào, thì khi đó ta có các tọa độ suy rộng đủ với số 

lượng bằng đúng số bậc tự do của tay máy.  

Phương trình Lagrange loại 2 của tay máy với  1 2 ...
T

nq q q=q  là 

các tọa độ suy rộng đủ có dạng: 

 ; 1,2,...,kt

i

i i i

d T T P
Q i n

dt q q q

   
− = − +      = 

   
 (2.12) 
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Trong đó T  là biểu thức động năng của hệ, P  là hàm thế năng và kt

iQ  là 

lực suy rộng của các lực không thế. 

Phương trình động lực học của tay máy có dạng ma trận như sau [1]: 

 
qt= +Aq Q Q  (2.13) 

trong đó: 

A: là ma trận quán tính hay ma trận khối lượng suy rộng, cỡ (n×n), đối 

xứng, không suy biến; 

Q : là ma trận cỡ (n×1) chứa thành phần lực suy rộng của các lực hoạt 

động, bao gồm các lực điều khiển, lực có thế tính từ hàm thế năng, lực cản; 

qtQ : là ma trận cỡ (n×1) chứa thành phần lực suy rộng của lực quán tính. 

Ma trận quán tính được xác định như sau: 

 

, 1..

T T T T T

1 1 11 12

1

... ... ... ...

; ;

ij i j n

n

ij k k k k k k ij

n n

ii ik k ij ik jk k ij ji

j

k i k j

i

k j

i

a

a m J

J p J J p p J a a

 =

−

=

=



=

=



 =  

= +

=        =



 

A

r t t t t t t t t r  (2.14) 

với:  
( )

T

1
k

k Ck
 =
 

r r  ứng với tọa độ khối tâm 
kC  của khâu thứ k  trong hệ tọa 

độ gắn liền với khâu; 

1k

k k

−=t T  là ma trận biểu diễn phép biến đổi của hệ tọa độ gắn liền với 

khâu k  về hệ tọa độ gắn liền với khâu ( )1k − ; 

1it  là ma trận có các thành phần tương ứng là đạo hàm từ các thành phần 

của ma trận 
it  theo biến 

iq  hay 1
i

i

iq


=



t
t ; 

 
km  là khối lượng của khâu thứ k ; 

 
kJ  là mômen quán tính của khâu thứ k  đối với khối tâm khâu thứ k ; 

 1ikp =  nếu tốc độ góc khâu k  phụ thuộc vào 
iq  và ngược lại. 
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Lực suy rộng của các lực hoạt động Q  bao gồm các lực điều khiển 

 
1..i i n

u
=

=u , lực cản 
cF  và lực có thế tính từ hàm thế năng  : 

 

T T

;c c

    
= − + = − +     =   

    
Q u F u G F G

q q
 (2.15) 

Xây dựng các ma trận sau từ ma trận quán tính và vectơ vận tốc suy rộng: 

 

11 12 13 14

1

21 22 23 24

2

1 2 3 4

; ; 1..
...

. . . .

i i i i

i

i

i i i ii i

i

n i

n n n n

i i i i

a a a a

q q q q
q q

a a a a
q q

q q q q i n
q

q q
a a a a

q q q q

    
    
   
      

         =    =   =
   
   
   
    

     

A
A q








 (2.16) 

Lực suy rộng của các lực quán tính qtQ  được tính với hai thành phần: 

 
1 2qt qt qt= −Q Q Q  (2.17) 

T

1 1 11

2

1

1
; . .

2

.

qt qt i qt i in

n

qt i i

i

Q Q


=

 =    =       

= 

Q q A q

Q A q




 

Từ các biểu thức (2.14), (2.15), (2.17), thay vào phương trình (2.13) ta 

thiết lập được phương trình động lực học trong tọa độ suy rộng đủ. 

 Phương trình chuyển động của tay máy chịu ràng buộc 

Trong nhiều bài toán công nghệ, tay máy robot không chuyển động hoàn 

toàn tự do trong không gian làm việc mà phải thỏa mãn thêm những điều kiện 

hình học hoặc động học nhất định. Chẳng hạn, điểm tác động cuối có thể phải 

đi tới một điểm đích xác định, chuyển động dọc theo một quỹ đạo cho trước, 

hoặc thực hiện một quy luật chuyển động bị ràng buộc bởi yêu cầu công nghệ. 

Khi đó, ngoài các liên kết vốn có do cấu trúc khớp của tay máy tạo nên, cơ hệ 

còn chịu thêm các liên kết bổ sung. Vì vậy, phương trình chuyển động của hệ 
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không thể chỉ sử dụng trực tiếp dạng phương trình của tay máy không ràng 

buộc, mà cần được thiết lập lại trong khuôn khổ cơ học của hệ chịu liên kết. 

Trong dạng ma trận, biểu thức (1.16) có thể được viết lại dưới dạng 

 =*
DQ 0  (2.18) 

với ma trận jd
 =   D cỡ ( )n r n−   và vectơ * * *

1 2 ...
T

nQ Q Q =  
*

Q . 

Lúc này, phương trình chuyển động dạng ma trận được thiết lập từ phương 

trình (1.13) như sau [1] 

 ( )qt= +DAq D Q Q  (2.19) 

Hệ phương trình (2.19) cùng với (1.12) tạo thành một hệ phương trình vi 

phân đại số, nhưng chỉ còn n  tọa độ suy rộng.  

Đối với tay máy robot chịu ràng buộc, phương trình chuyển động không 

còn giữ nguyên dạng của hệ tự do mà phải kể đến ảnh hưởng của phản lực liên 

kết. Khi đó, thay vì giữ phản lực liên kết như các ẩn phụ, phương trình chuyển 

động được xây dựng theo nguyên lý phù hợp, thông qua việc chiếu phương 

trình động lực học lên không gian chuyển động phù hợp. Cách tiếp cận này tạo 

ra một dạng phương trình động lực học thích hợp cho các bài toán tay máy 

robot có ràng buộc quỹ đạo, đồng thời là cơ sở trực tiếp để phát triển mô hình 

điều khiển tối ưu. 

2.3. Cơ sở lý thuyết về điều khiển tối ưu tay máy  

 Bài toán điều khiển tối ưu của tay máy  

Sau khi đã thiết lập được phương trình động lực học của tay máy robot, cả 

trong trường hợp không ràng buộc và trường hợp chịu ràng buộc, bước tiếp 

theo là xây dựng bài toán điều khiển tối ưu. Nếu mô hình động lực học cho biết 

mối liên hệ giữa chuyển động của tay máy với các lực và mômen tác dụng tại 

các khớp, thì bài toán điều khiển tối ưu đặt ra yêu cầu ở mức cao hơn, đó là xác 

định quy luật điều khiển sao cho tay máy không chỉ thực hiện được chuyển 

động mong muốn mà còn đạt tốt nhất theo một tiêu chuẩn đã chọn trước. Nói 

cách khác, đây là bài toán lựa chọn điều khiển trong tập các điều khiển khả dĩ 
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để hệ vừa thỏa mãn phương trình chuyển động, vừa thỏa mãn các điều kiện đầu, 

điều kiện cuối và các ràng buộc kèm theo, đồng thời cực tiểu hoặc cực đại một 

đại lượng đặc trưng cho chất lượng chuyển động. 

Xét tay máy robot là một hệ động lực có phương trình vi phân chuyển 

động dưới dạng 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0, ,t t t t=   =x f x u x x  (2.20) 

trong đó: 

( ) nt x   là vectơ chứa biến trạng thái (biến pha) tại thời điểm t ; 

( ) mt u   là vectơ chứa biến điều khiển tại thời điểm t ; 

: n m n →f   là hàm liên tục khả vi mô tả hệ thống; 

0x  là trạng thái ban đầu đã biết tại thời điểm 
0t . 

Đối với tay máy robot, vectơ trạng thái thường được chọn từ các tọa độ 

suy rộng và vận tốc suy rộng 

 
 

=  
 

q
x

q
 (2.21) 

Với cách chọn này, hệ phương trình động lực học bậc hai của tay máy sẽ 

được chuyển về hệ phương trình vi phân cấp một, thuận lợi cho việc phát biểu 

bài toán tối ưu và áp dụng các công cụ của lý thuyết điều khiển tối ưu. 

Một bài toán điều khiển tối ưu luôn gắn với một hàm mục tiêu. Hàm này 

được dùng để lượng hóa chất lượng của quá trình chuyển động và làm căn cứ 

để so sánh các phương án điều khiển khác nhau. Tùy theo yêu cầu cụ thể của 

bài toán, hàm mục tiêu có thể biểu diễn nhiều tiêu chuẩn khác nhau như thời 

gian chuyển động nhỏ nhất, nỗ lực điều khiển nhỏ nhất, năng lượng tiêu hao 

nhỏ nhất, độ giật nhỏ nhất hoặc sự kết hợp của nhiều tiêu chuẩn. Trong dạng 

tổng quát, hàm mục tiêu có thể được viết dưới dạng 

 ( ) ( ) ( )( )
0

, d

ft

f

t

J L t t t= +  x x u  (2.22) 
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với đó   và L  là hàm phi tuyến của các biến tương ứng, ( )f ft =x x  là trạng 

thái tại thời điểm cuối 
ft . 

Tại thời điểm cuối, trạng thái của hệ có thể phải thỏa mãn một số điều kiện 

biên, chẳng hạn đi tới một vị trí xác định ( )f ft =x x , đạt một tư thế xác định 

hoặc dừng lại với vận tốc bằng không. Trong dạng tổng quát, các điều kiện cuối 

có thể viết dưới dạng 

 ( ) 0f =Φ x  (2.23) 

Từ các thành phần trên, có thể phát biểu bài toán điều khiển tối ưu tay máy 

robot trong dạng tổng quát như sau:  

Xét tay máy robot có phương trình vi phân chuyển động biểu diễn dưới 

dạng (2.20). Xác định biến các điều khiển ( )* tu  để hệ chuyển từ trạng thái đầu 

( )0 0t =x x , thoả mãn các điều kiện cuối (2.23) đồng thời hàm mục tiêu (2.22) 

đạt giá trị tối ưu. 

 Nguyên lý cực đại Pontryagin 

Để giải bài toán điều khiển tối ưu của tay máy robot, cần một công cụ lý 

thuyết cho phép xử lý đồng thời ba yếu tố: phương trình động lực học của hệ, 

các điều kiện biên của chuyển động và hàm mục tiêu cần tối ưu. Trong các 

hướng tiếp cận của lý thuyết điều khiển tối ưu, nguyên lý cực đại Pontryagin là 

một công cụ quan trọng và đặc biệt phù hợp đối với các hệ cơ học có mô hình 

động lực học phi tuyến. Ưu điểm cơ bản của cách tiếp cận này là bài toán tối 

ưu không được xử lý theo hướng tham số hóa trước quỹ đạo hay tín hiệu điều 

khiển, mà được thiết lập trực tiếp trên cơ sở mô hình động lực học của hệ. Vì 

vậy, cấu trúc của điều khiển tối ưu và mối liên hệ giữa điều khiển với chuyển 

động của hệ được thể hiện rõ ngay trong quá trình xây dựng điều kiện tối ưu. 

Để xây dựng các điều kiện cần của bài toán tối ưu, đưa vào một hệ biến 

phụ gọi là biến liên hợp. Ký hiệu vectơ biến liên hợp là 
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1

2

2

...

n

p

p

p

 
 
 =
 
 
 

p  (2.24) 

Mỗi biến 
ip  gắn với một biến trạng thái tương ứng và có vai trò như một 

nhân tử phụ phản ánh mức độ ảnh hưởng của trạng thái lên giá trị tối ưu của 

hàm mục tiêu. 

Xây dựng hàm Hamilton kết hợp động lực học của hệ và chi phí như sau 

 ( ) ( ) ( )T

0, , , ,H p L   =  +  x u p p f x u x u  (2.25) 

với  0 0, 1p  − . 

Về bản chất, hàm Hamilton là đại lượng trung tâm của nguyên lý 

Pontryagin. Nó kết hợp trong cùng một biểu thức cả động lực học của hệ lẫn 

tiêu chuẩn tối ưu, từ đó cho phép chuyển bài toán tối ưu ban đầu thành một hệ 

điều kiện cần dưới dạng các phương trình vi phân và các điều kiện cực trị. 

Nguyên lý Pontryagin: 

Điều kiện cần để điều khiển tối ưu ( )* t=u u  đưa hệ thống (2.20) từ trạng 

thái đầu ( )0 0t =x x , thoả mãn các điều kiện cuối (2.23), theo quỹ đạo tối ưu 

tương ứng ( )* t=x x , biến liên hợp tương ứng ( )* t=p p  và phiếm hàm mục 

tiêu (2.22) đạt cực trị theo yêu cầu là: 

1. Tồn tại vectơ biến liên hợp mở rộng   
T

0 ,p=p p  không đồng nhất bằng 

không, thỏa mãn phương trình liên hợp và phương trình trạng thái 

 ( )
T

d

d

H
t

t

 
= − 

 
p

x
 (2.26) 

 ( )
T

d

d

H
t

t

 
=  

 
x

p
 (2.27) 

2. Hàm Hamilton ( ), ,H   x u p  đạt cực đại theo 
*

u  
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 ( )
( )

( )*

0, , max , , , ,
m f

t
H H t t t



   =          
u

x u p x u p


 (2.28) 

Điều kiện này tương đương với tại mỗi thời điểm t  thì ( )* tu  phải là 

nghiệm của hệ phương trình đạo hàm riêng 

 ( ) ( ) ( )( )*, , 0
H

t t t


  =


x u p
u

 (2.29) 

Đây là trường hợp riêng khi ta không xét đến các ràng buộc đặt lên biến 

điều khiển ( )tu . 

3. Tại thời điểm cuối ft t=  thì điều kiện của biến liên hợp thỏa mãn 

 ( )
( ) ( )

T T

f f

ft
    

= +   
       

x Φ x
p ψ

x x
 (2.30) 

với Φ  là vectơ ràng buộc điểm cuối dưới dạng (2.23); sψ   là vectơ 

nhân tử ứng với các ràng buộc trạng thái cuối; s  là số điều kiện ràng buộc 

của trạng thái cuối.  

Nếu trạng thái cuối không chịu ràng buộc nào và hàm chi phí không phụ 

thuộc trạng thái cuối thì ( )ft =p 0 .  

Như vậy, nguyên lý cực đại Pontryagin biến bài toán điều khiển tối ưu ban 

đầu thành việc giải một hệ gồm: phương trình trạng thái, phương trình biến liên 

hợp, điều kiện cực trị của Hamilton theo điều khiển và các điều kiện biên tương 

ứng. Đây thực chất là một bài toán giá trị biên hai điểm, trong đó trạng thái 

thường được biết tại thời điểm đầu, còn biến liên hợp hoặc một phần trạng thái 

có thể chịu điều kiện tại thời điểm cuối. So với bài toán động lực học ban đầu 

vốn chỉ là bài toán giá trị đầu, cấu trúc mới này phức tạp hơn về mặt toán học, 

nhưng đổi lại nó cho phép mô tả trực tiếp điều kiện cần của lời giải tối ưu. 

 Áp dụng nguyên lý Pontryagin điều khiển tối ưu tay máy  

Ý tưởng cơ bản của cách tiếp cận này là xuất phát trực tiếp từ phương trình 

chuyển động của tay máy, lựa chọn biến trạng thái, biến điều khiển và hàm mục 

tiêu phù hợp với yêu cầu công nghệ, sau đó xây dựng hàm Hamilton và hệ điều 



45 

 

kiện cần tối ưu. Với cách làm đó, bài toán tối ưu không tách rời bài toán cơ học 

của tay máy mà được đặt ngay trên nền mô hình động lực học của hệ. 

Từ phương trình (2.13), ta có thể xác định được gia tốc suy rộng như sau: 

 ( ) ( )1 , ; c qt

−= +    = − + +  q A q u N q q N G F Q  (2.31) 

Phương trình (2.31) có thể được viết trong không gian trạng thái: 

 ( )
( ) ( )1,

,−

 
= =  

+   

q
x f x u

A q u N q q





 (2.32) 

Trong luận án này, mục tiêu tối ưu được lựa chọn chủ yếu theo hướng 

giảm nỗ lực điều khiển, qua đó hướng tới giảm năng lượng tiêu hao trong quá 

trình chuyển động của tay máy. Vì vậy, hàm mục tiêu thường được chọn ở dạng 

tích phân theo thời gian dưới dạng tổng quát có thể viết là 

 ( )0

0

, d min

ft

J f t=  →  x u  (2.33) 

trong đó 
0f  là hàm phụ thuộc vào biến trạng thái, biến điều khiển; điều kiện 

cuối được xem là điều kiện biên bắt buộc cần thỏa mãn, còn tiêu chuẩn tối ưu 

chủ yếu được đặt trên quá trình điều khiển. 

Hàm Hamilton (2.25) được viết lại dưới dạng 

 ( )
( ) ( )

( )T

1 0 0, , ,
,

H p f 

−

 
  = +   

+   

q
x u p p x u

A q u N q q




 (2.34) 

Nếu tách vectơ liên hợp thành hai phần tương ứng với hai nhóm biến trạng 

thái q  và q , tức là 

 
 

=  
  

q

q

p
p

p 

 (2.35) 

thì hàm Hamilton có thể viết lại thành 

 ( ) ( ) ( ) ( )1

0, , , ,T TH f−  = + + −    q q
x u p p q p A q u N q q x u  (2.36) 
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Cách viết này cho thấy rõ vai trò của từng nhóm biến trạng thái trong cấu 

trúc của Hamilton. 

Lộ trình điều khiển tối ưu theo nguyên lý Pontryagin: 

1. Xác định các thành phần của bài toán tối ưu: 

- Hệ động lực, như biểu thức (2.20); 

- Hàm mục tiêu, như biểu thức (2.22); 

- Ràng buộc trạng thái (nếu có) tại thời điểm đầu/cuối. 

2. Xây dựng hàm Hamilton 

- Hàm Hamilton tổng hợp các thành phần động lực và mục tiêu tối ưu, như 

biểu thức (2.25); 

- Với bài toán tổi thiểu hóa hàm chi phí, ta chọn 
0 1p = − . 

3. Thiết lập hệ phương trình của biến trạng thái và biến liên hợp 

- Hệ phương trình trạng thái, như biểu thức (2.27); 

- Hệ phương trình liên hợp, như biểu thức (2.26). 

4. Xác định các biến điều khiển tối ưu 

- Biến điều khiển tối ưu ( )* tu  rút ra từ nghiệm của phương trình (2.29). 

5. Xác định biến trạng thái, biến liên hợp ứng với điều khiển tối ưu 

- Thay biến điều khiển ( )* tu  và giải hệ phương trình hai điểm biên: 

phương trình biến trạng thái, phương trình biến liên hợp, điều kiện biên. 

Như vậy, việc áp dụng nguyên lý Pontryagin cho bài toán điều khiển tối 

ưu tay máy robot dẫn tới một hệ gồm: phương trình trạng thái, phương trình 

liên hợp, điều kiện cực trị và các điều kiện biên. Đây là một bài toán giá trị biên 

hai điểm. Ở đó, trạng thái ban đầu của tay máy thường được biết tại thời điểm 

0 0t = , còn trạng thái cuối phải thỏa mãn các yêu cầu công nghệ tại thời điểm 

ft t= . Đồng thời, các biến liên hợp thường chịu các điều kiện biên tương ứng 

ở thời điểm cuối. Bản chất của việc giải bài toán tối ưu lúc này là tìm đồng thời 

các hàm trạng thái, biến liên hợp và điều khiển sao cho toàn bộ hệ điều kiện đó 

được thỏa mãn. 
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2.4. Cơ sở lý thuyết một số quy luật chuyển động phục vụ so sánh định 

lượng 

Để đánh giá định lượng hiệu quả của nghiệm điều khiển tối ưu thu được 

theo nguyên lý cực đại Pontryagin, luận án sử dụng một số quy luật chuyển 

động điển hình làm phương án đối chứng. Đối với bài toán chuyển động điểm-

điểm trong không gian khớp, các quy luật này được xây dựng trực tiếp cho từng 

biến khớp trên cơ sở các điều kiện biên về vị trí, vận tốc và trong một số trường 

hợp cả gia tốc tại thời điểm đầu và thời điểm cuối chuyển động. Với mỗi quy 

luật chuyển động, các hàm tọa độ khớp, vận tốc khớp và gia tốc khớp được xác 

định trước, sau đó thay vào phương trình động lực học của tay máy để tính 

lực/mômen điều khiển tương ứng và giá trị hàm mục tiêu J .  

Đối với bài toán chuyển động có ràng buộc quỹ đạo điểm cuối, các quy 

luật chuyển động đối chứng không được áp dụng độc lập cho tất cả các biến 

khớp vì có thể vi phạm ràng buộc hình học của điểm tác động cuối. Trong 

trường hợp này, quy luật đối chứng được xây dựng thông qua tham số chuyển 

động dọc theo quỹ đạo điểm cuối. Sau khi xác định được quy luật chuyển động 

thỏa mãn ràng buộc, các đại lượng động học tương ứng được đưa vào mô hình 

động lực học để tính lực/mômen điều khiển và hàm mục tiêu J .  

Trên cơ sở đó, kết quả điều khiển tối ưu được so sánh với các quy luật 

chuyển động đối chứng theo cùng một tiêu chí đánh giá. Việc so sánh này không 

nhằm thay thế bài toán điều khiển tối ưu, mà nhằm cung cấp cơ sở định lượng 

để đánh giá mức độ cải thiện của nghiệm tối ưu về lực/mômen điều khiển và 

tiêu chí tối ưu nỗ lực điều khiển trong các bài toán khảo sát. 

 Quy luật chuyển động đa thức bậc ba  

Quy luật chuyển động đa thức bậc ba là một trong những dạng quy luật 

chuyển động cơ bản thường được sử dụng trong không gian khớp của tay máy. 

Quy luật này cho phép xác định hàm biến chuyển động theo thời gian trên cơ 

sở các điều kiện biên về vị trí và vận tốc tại thời điểm đầu và thời điểm cuối 

của chuyển động. 
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Xét một biến chuyển động trong khoảng thời gian từ 
0t  đến ft . Biến này 

được mô tả bằng đa thức bậc ba theo thời gian: 

 ( ) 2 3

0 1 2 3= + + +t a a t a t a t  (2.37) 

trong đó ( )t  là biến chuyển động và 
0 1 2 3, , ,   a a a a  là các hệ số cần xác định. 

Vận tốc và gia tốc tương ứng của biến chuyển động được xác định bởi: 

 ( )
( ) 2

1 2 3

d
2 3

d
= = + +

t
t a a t a t

t


  (2.38) 

 ( )
( )2

2 32

d
2 6

d
= = +

t
t a a t

t


  (2.39) 

Các hệ số của đa thức được xác định từ bốn điều kiện biên: 

 c (2.40) 

trong đó 
0 0,    lần lượt là vị trí và vận tốc của biến chuyển động tại thời điểm 

ban đầu và , f f   lần lượt là vị trí và vận tốc của biến chuyển động tại thời 

điểm cuối. Thay điều kiện (2.40) vào các phương trình (2.37) và (2.38) sẽ thu 

được giá trị các hệ số của đa thức bậc ba.  

 Quy luật chuyển động đa thức bậc năm  

Quy luật chuyển động đa thức bậc năm thường được sử dụng khi cần bảo 

đảm tính liên tục của vị trí, vận tốc và gia tốc tại thời điểm đầu và thời điểm 

cuối của chuyển động. So với quy luật đa thức bậc ba, quy luật đa thức bậc năm 

có thêm các điều kiện biên về gia tốc, do đó cho phép tạo ra chuyển động trơn 

hơn và phù hợp hơn trong các bài toán cần hạn chế sự thay đổi đột ngột của gia 

tốc. 

Xét một biến chuyển động trong khoảng thời gian từ 
0t  đến ft . Biến này 

được mô tả bằng đa thức bậc năm theo thời gian: 

 ( ) 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5= + + + + +t a a t a t a t a t a t  (2.41) 

trong đó ( )t  là biến chuyển động và , 0..5 =ia i  là các hệ số cần xác định. 
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Vận tốc, gia tốc và đạo hàm bậc ba theo thời gian của biến chuyển động 

được xác định bởi: 

 ( )
( ) 2 3 4

1 2 3 4 5

d
2 3 4 5

d
= = + + + +

t
t a a t a t a t a t

t


  (2.42) 

 ( )
( )2

2 3

2 3 4 52

d
2 6 12 20

d
= = + + +

t
t a a t a t a t

t


  (2.43) 

 ( )
( )3

2

3 4 53

d
6 24 60

d
= = + +

t
t a a t a t

t


  (2.44) 

Các hệ số của đa thức được xác định từ sáu điều kiện biên: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 0, ,

, ,

=    =    =

=    =    =




f f f f f f

t t t

t t t

     

     
 (2.45) 

trong đó 
0 0 0, ,      lần lượt là vị trí, vận tốc, gia tốc của biến chuyển động tại 

thời điểm ban đầu và , ,  
f f f    lần lượt là vị trí, vận tốc, gia tốc của biến 

chuyển động tại thời điểm cuối. Thay điều kiện (2.45) vào các phương trình 

(2.41) - (2.43) sẽ thu được giá trị các hệ số của đa thức bậc năm.  

 Quy luật chuyển động S-curve  

Quy luật chuyển động S-curve là dạng quy luật chuyển động thường được 

sử dụng cho tay máy công nghiệp nhằm tạo ra chuyển động êm dịu hơn so với 

các quy luật có gia tốc thay đổi đột ngột. Đặc điểm chính của quy luật này là 

vận tốc biến thiên theo dạng chữ S, trong khi gia tốc được thay đổi một cách 

liên tục hơn thông qua việc giới hạn độ giật. Do đó, quy luật S-curve có ý nghĩa 

trong các bài toán cần hạn chế dao động, giảm xung lực và cải thiện độ trơn của 

chuyển động. 

Xét một biến chuyển động ( )t  trong khoảng thời gian từ 
0t  đến ft . Độ 

giật của biến chuyển động được xác định bởi: 

 ( ) ( )
( )3

3

d

d

t
j t t

t


= =  (2.46) 
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Trong quy luật S-curve 7 pha, chuyển động được chia thành bảy khoảng 

thời gian liên tiếp. Trong các pha này, độ giật nhận các giá trị 

, 0, , 0, , 0,m m m mj j j j+   −   −   +  , tương ứng với các giai đoạn tăng gia tốc, giữ gia 

tốc không đổi, giảm gia tốc, chuyển động với vận tốc không đổi, giảm tốc êm, 

giữ gia tốc âm không đổi và triệt tiêu gia tốc về không. 

Các pha chuyển động có thể được mô tả như sau: 

 ( )

1

1 2

2 3

3 4

4 5

5 6

6 7

, 0

0,

,

0,

,

0,

,

m

m

m

m

j t t

t t t

j t t t

j t t t t

j t t t

t t t

j t t t

+     


         

−     


=          
−      

          


+      

 (2.47) 

trong đó 
mj  là giá trị giới hạn của độ giật; 

1 2 7, ,...,t t t  là các mốc thời gian phân 

chia bảy pha của chuyển động. Các giá trị vận tốc, gia tốc và vị trí của biến 

chuyển động được xác định bằng cách tích phân lần lượt độ giật theo thời gian: 

 ( ) ( ) ( )d

i

t

i

t

t t j   = +   (2.48) 

 ( ) ( ) ( )d

i

t

i

t

t t    = +   (2.49) 

 ( ) ( ) ( )d

i

t

i

t

t t    = +    (2.50) 

với 1, 0..6i it t t i+   = . 

Như vậy, trong mỗi pha, gia tốc là hàm bậc nhất theo thời gian, vận tốc là 

hàm bậc hai và vị trí là hàm bậc ba. Các mốc thời gian của bảy pha được lựa 

chọn sao cho quy luật chuyển động thỏa mãn các điều kiện biên: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0 0 0, 0, 0

, 0, 0f f f f

t t t

t t t

   

   

=    =    =

=    =    =




 (2.51) 
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 Quy trình so sánh các luật chuyển động theo hàm mục tiêu J 

Các quy luật chuyển động trình bày ở các mục trên được sử dụng làm 

phương án đối chứng nhằm đánh giá định lượng hiệu quả của nghiệm điều 

khiển tối ưu. Việc so sánh được thực hiện trên cùng một mô hình động lực học, 

cùng điều kiện biên, cùng thời gian chuyển động và cùng tiêu chí tối ưu. Nhờ 

đó, sự khác biệt về giá trị hàm mục tiêu J  phản ánh ảnh hưởng của quy luật 

chuyển động đến lực/mômen điều khiển và tiêu chí tối ưu của tay máy. 

Đối với bài toán chuyển động điểm–điểm trong không gian khớp, các quy 

luật chuyển động đối chứng được xây dựng trực tiếp cho từng biến khớp: 

 ( ) ( ), 1,2,...,i iq t t i n=   =  (2.52) 

trong đó ( )iq t  là biến khớp thứ i  còn ( )i t  là quy luật chuyển động được lựa 

chọn, chẳng hạn đa thức bậc ba, đa thức bậc năm hoặc S-curve. Từ đó xác định 

được các vectơ: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
T

1 2 ... nt q t q t q t=   q  (2.53) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
T

1 2 ... nt q t q t q t=   q   (2.54) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
T

1 2 ... nt q t q t q t=   q   (2.55) 

Các đại lượng ( ) ( ) ( ), ,t t t  q q q  sau đó được thay vào phương trình động 

lực học của tay máy để xác định lực hoặc mômen điều khiển tương ứng với 

từng quy luật chuyển động đối chứng. 

Đối với bài toán có ràng buộc quỹ đạo điểm cuối, các quy luật chuyển 

động đối chứng không được áp dụng độc lập cho tất cả các biến khớp nếu điều 

đó làm vi phạm ràng buộc hình học của điểm tác động cuối. Trong trường hợp 

này, quy luật đối chứng được xây dựng thông qua tham số chuyển động dọc 

theo quỹ đạo điểm cuối. Xét quỹ đạo điểm cuối được mô tả dưới dạng tham số: 

 ( ) ( ),=   =E E E Ex x y y   (2.56) 

thì có thể xây dựng quy luật chuyển động đối chứng cho tham số ( )= t   theo 

quy luật chuyển động như đa thức bậc ba, đa thức bậc năm hoặc S-curve. Cách 
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xây dựng này bảo đảm rằng điểm tác động cuối luôn nằm trên quỹ đạo hình 

học cho trước trong suốt quá trình chuyển động. Từ quan hệ động học của tay 

máy, giải bài toán động học ngược ta rút ra các đại lượng ( ) ( ) ( ), ,t t t  q q q , từ 

đó tính được lực/mômen điều khiển. 

Giá trị hàm mục tiêu của từng quy luật chuyển động được tính theo cùng 

tiêu chí với bài toán điều khiển tối ưu. Như vậy, quy trình so sánh gồm các 

bước chính: xác định cùng điều kiện biên và thời gian chuyển động; xây dựng 

quy luật chuyển động đối chứng phù hợp với từng dạng bài toán; tính các đại 

lượng động học; xác định lực/mômen điều khiển từ phương trình động lực học; 

tính hàm mục tiêu J ; sau đó so sánh với kết quả điều khiển tối ưu. Đối với bài 

toán ràng buộc quỹ đạo điểm cuối, việc sử dụng tham số chuyển động dọc theo 

quỹ đạo giúp bảo đảm các phương án đối chứng đều thỏa mãn cùng ràng buộc 

hình học, nhờ đó kết quả so sánh có cùng cơ sở đánh giá với nghiệm điều khiển 

tối ưu. 

2.5. Khung phương pháp đề xuất của luận án 

Trên cơ sở các nội dung đã trình bày ở các mục trước, có thể thấy rằng 

việc nghiên cứu tay máy công nghiệp theo hướng phân tích động lực học và tối 

ưu hoá chuyển động đòi hỏi một cách tiếp cận có tính hệ thống, trong đó các 

lớp vấn đề về động học, động lực học và điều khiển tối ưu không được xem 

như những phần tách rời, mà phải được tổ chức thành một khung nghiên cứu 

thống nhất. Đây cũng chính là định hướng được lựa chọn trong luận án này. 

Theo đó, luận án không dừng ở việc thiết lập mô hình cho một tay máy cụ thể, 

mà hướng tới xây dựng một khung lý thuyết và phương pháp có thể sử dụng để 

nghiên cứu bài toán phân tích động lực học và tối ưu hoá chuyển động tay máy 

công nghiệp nói chung. 

Xem tay máy công nghiệp như một cơ hệ nhiều vật dạng chuỗi hở, trong 

đó các khâu được nối với nhau bởi các khớp động và chuyển động của toàn hệ 

được mô tả thông qua các tọa độ suy rộng. Trên cơ sở đó, phương pháp ma trận 

truyền được sử dụng để thiết lập các quan hệ động học của tay máy. Kết quả 

cần đạt được ở bước này là xác định được vị trí của điểm tác động cuối, vị trí 
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của các khối tâm khâu, đồng thời xây dựng được các ma trận biến đổi hệ tọa độ 

giữa các khâu và hệ tọa độ cơ sở. 

 

Hình 2.2. Khung phương pháp đề xuất của luận án 

Phương trình chuyển động được xây dựng theo phương pháp Lagrange 

loại 2 dạng ma trận. Cách tiếp cận này cho phép biểu diễn mô hình động lực 

học của tay máy dưới dạng gọn, rõ về cấu trúc và thuận lợi cho việc xử lý các 

bài toán nhiều bậc tự do. Đối với các trường hợp tay máy chuyển động không 

ràng buộc, phương trình động lực học được thiết lập trực tiếp trong không gian 

các tọa độ suy rộng. Đối với các trường hợp tay máy chịu ràng buộc, đặc biệt 

là ràng buộc quỹ đạo của điểm tác động cuối, mô hình được phát triển tiếp theo 

hướng sử dụng nguyên lý phù hợp để đưa phương trình chuyển động về dạng 

chỉ còn chứa các biến độc lập.  
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Đối với bài toán điều khiển tối ưu, các lực hoặc mômen dẫn động tại khớp 

được xem là các biến điều khiển, còn chuyển động của tay máy được mô tả 

trong không gian trạng thái. Tùy theo yêu cầu công nghệ của từng bài toán, hàm 

mục tiêu được lựa chọn theo hướng giảm nỗ lực điều khiển, qua đó hướng tới 

giảm năng lượng tiêu hao của tay máy trong quá trình làm việc. Từ hệ phương 

trình trạng thái và hàm mục tiêu đã xác định, nguyên lý cực đại Pontryagin 

được sử dụng để xây dựng hàm Hamilton, hệ phương trình trạng thái, hệ 

phương trình biến liên hợp và điều kiện cực trị của bài toán tối ưu. Kết quả cuối 

cùng là một bài toán giá trị biên hai điểm, làm cơ sở để xác định quy luật điều 

khiển tối ưu. 

Trình tự ở khung nghiên cứu cho thấy mỗi bước đều được xây dựng trên 

kết quả của bước trước đó. Quan hệ động học là cơ sở để xác định các đại lượng 

năng lượng. Các đại lượng năng lượng là cơ sở để thiết lập phương trình động 

lực học. Phương trình động lực học là ràng buộc vi phân của bài toán điều khiển 

tối ưu. Cuối cùng, nguyên lý Pontryagin là công cụ để chuyển bài toán tối ưu 

ban đầu về một hệ điều kiện cần có thể giải được bằng phương pháp số. Chính 

sự liên kết liên tục đó tạo nên tính thống nhất của khung nghiên cứu. 

Một điểm cần nhấn mạnh là khung nghiên cứu nêu trên được xây dựng 

cho bài toán phân tích động lực học và tối ưu hoá chuyển động tay máy công 

nghiệp ở mức tổng quát, chứ không phải cho riêng một cấu hình tay máy cụ 

thể. Điều đó có nghĩa là các nội dung như phương pháp ma trận truyền, phương 

trình Lagrange dạng ma trận, phương trình chuyển động của hệ chịu ràng buộc 

và nguyên lý Pontryagin được luận án lựa chọn không phải vì chúng chỉ phù 

hợp với một mô hình tay máy riêng lẻ, mà vì chúng cho phép hình thành một 

tuyến nghiên cứu tương đối thống nhất đối với lớp bài toán đang xét. 

Việc so sánh định lượng với các quy luật chuyển động đối chứng được 

thực hiện sau khi thu được nghiệm điều khiển tối ưu. Nội dung này không phải 

là bước cấu thành bài toán điều khiển tối ưu, mà là bước đánh giá nhằm kiểm 

chứng và làm rõ hiệu quả của nghiệm tối ưu theo cùng hàm mục tiêu J . Đối 

với bài toán chuyển động điểm–điểm, các quy luật đối chứng được xây dựng 
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trong không gian khớp; đối với bài toán có ràng buộc quỹ đạo điểm cuối, quy 

luật đối chứng được xây dựng thông qua tham số chuyển động dọc theo quỹ 

đạo điểm cuối để bảo đảm cùng thỏa mãn ràng buộc hình học. 

Kết luận chương 2 

Từ nội dung chương 2 có thể rút ra một số kết luận như sau: 

1- Bài toán phân tích động lực học và tối ưu hoá chuyển động tay máy 

công nghiệp có thể được đặt trên một cơ sở lý thuyết thống nhất, trong đó động 

học là nền tảng để xây dựng các đại lượng cơ học, động lực học là cơ sở để mô 

tả bản chất chuyển động của hệ, còn điều khiển tối ưu là công cụ để lựa chọn 

quy luật điều khiển phù hợp theo tiêu chuẩn đã chọn. Sự liên kết này cho thấy 

ba lớp nội dung trên không tách rời nhau mà tạo thành một chuỗi logic nghiên 

cứu hoàn chỉnh. 

2- Việc lựa chọn phương pháp ma trận truyền, phương trình Lagrange loại 

2 dạng ma trận kết hợp nguyên lý phù hợp và nguyên lý Pontryagin là phù hợp 

với định hướng nghiên cứu của luận án. Tổ hợp các công cụ này cho phép vừa 

mô tả được cấu trúc cơ học của tay máy robot, vừa thiết lập được phương trình 

chuyển động trong dạng thuận lợi, đồng thời tạo cơ sở lý thuyết để đưa bài toán 

tối ưu hoá chuyển động về bài toán giá trị biên hai điểm. 

3- Xây dựng được khung nghiên cứu tổng quát của luận án đối với lớp bài 

toán phân tích động lực học và tối ưu hoá chuyển động tay máy công nghiệp. 

Trong đó, bài toán động học là điểm xuất phát, bài toán động lực học là bước 

trung gian mang tính cơ sở, còn bài toán điều khiển tối ưu là bước phát triển để 

xác định quỹ đạo chuyển động và luật điều khiển tối ưu. Bên cạnh đó, một số 

quy luật chuyển động điển hình như đa thức bậc ba, đa thức bậc năm và S-curve 

đã được trình bày làm cơ sở xây dựng các phương án đối chứng phục vụ đánh 

giá định lượng, qua đó làm rõ hiệu quả của nghiệm điều khiển tối ưu theo cùng 

hàm mục tiêu đã lựa chọn. 
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CHƯƠNG 3. ĐIỀU KHIỂN TỐI ƯU TAY MÁY CÔNG NGHIỆP 

TRONG CHUYỂN ĐỘNG ĐIỂM-ĐIỂM 

Chuyển động điểm-điểm là một dạng chuyển động cơ bản và có ý nghĩa 

thực tiễn rõ rệt trong ứng dụng tay máy công nghiệp. Trong nhiều nhiệm vụ 

như gắp đặt, vận chuyển, bốc xếp hoặc cấp phôi, tay máy thường được yêu cầu 

di chuyển từ trạng thái đầu đến trạng thái cuối xác định. Khác với bài toán bám 

quỹ đạo, ở đây quỹ đạo trung gian của điểm tác động cuối không được quy định 

trước một cách tường minh, mà cần được xác định cùng với quy luật điều khiển 

sao cho hệ vừa thoả mãn các điều kiện biên, vừa đạt được tiêu chuẩn tối ưu đã 

lựa chọn.  

Trong chương này, bài toán điều khiển tối ưu chuyển động điểm-điểm 

được khảo sát theo hai hướng cụ thể. Trước hết là bài toán điều khiển tối ưu tay 

máy đến điểm đích, trong đó tay máy chuyển động từ trạng thái ban đầu đến 

một điểm cuối xác định. Tiếp theo là bài toán điều khiển tối ưu tay máy theo 

chu trình, trong đó chuyển động điểm-điểm được xét trong một chu trình làm 

việc gồm giai đoạn đi và giai đoạn về. Hai trường hợp này được lựa chọn như 

các bài toán minh hoạ điển hình nhằm làm rõ khả năng áp dụng của khung 

phương pháp nghiên cứu đối với chuyển động điểm-điểm của tay máy công 

nghiệp. 

3.1. Điều khiển tối ưu tay máy chuyển động đến điểm đích 

 Đặt bài toán 

Xét tay máy phẳng với hai khâu quay và một khâu tịnh tiến ở cuối (tay 

máy phẳng RRP), như trong Hình 3.1.  

Tay máy này được mô hình hoá như sau: 

- Các khâu của tay máy là các thanh mảnh đồng chất, chiều dài 
1 1 2;L OO=  

2 3 3; =L L O E  với E  là điểm tác động cuối; 

- Khối lượng khâu thứ i  của tay máy là 
im  với 1, 2, 3i =   ; 

- Khối tâm khâu thứ i  là 
iC  tại các vị trí 

1 1 1 2 2 2 3 3 3; ;OC c O C c O C c=  =  = ; 
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- Mômen quán tính khâu thứ i  đối với khối tâm 
iC  là 

iJ  với 1, 2, 3i =   ; 

 

Hình 3.1. Tay máy phẳng RRP 

- Vectơ tọa độ suy rộng của tay máy được chọn là  
T

1 2 3q q q=q  ứng 

với các góc quay tại các khớp 1, khớp 2 và độ dịch chuyển khớp 3; 

- Tay máy di chuyển một tải trọng khối lượng m  ở điểm tác động cuối E  

coi như là một chất điểm tại đầu mút của khâu 3. 

Các lực hoặc mômen dẫn động tại các khớp được chọn làm biến điều khiển 

của hệ. Ký hiệu vectơ điều khiển là 

 

1

2

3

u

u

u

 
 

=
 
  

u  (3.1) 

Bài toán đặt ra là giảm nỗ lực điều khiển, hay tối ưu nỗ lực điều khiển của 

tay máy thông qua xác định các lực/mômen dẫn động tối ưu tại các khớp (biến 

điều khiển u) để điểm tác động cuối E  di chuyển từ điểm đầu ( )0 0,x y  ứng với 

cấu hình tay máy robot là ( ) 00 =q q  đến điểm cuối ( ),f fx y  ứng với cấu hình 

tay máy robot là ( )f ft =q q  trong thời gian 
ft  cho trước. 

 Thiết lập phương trình động lực học 

Đặt các hệ tọa độ như trên Hình 3.1, các ma trận truyền biểu diễn phép 

biến đổi giữa các hệ tọa độ tính được như sau: 
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1 1

0

1 1 1 1

2 2 1

1

2 2 2 2

3

2

3 3

cos sin 0

sin cos 0 ;

0 0 1

cos sin

sin cos 0 ;

0 0 1

1 0

0 1 0 .

0 0 1

q q

q q

q q L

q q

q

− 
 

= =   
 
  

− 
 

= =   
 
  

 
 

= =
 
  

t T

t T

t T

  

Tọa độ khối tâm các khâu trong hệ tọa độ gắn liền khâu là: 

 

( )

( )

( )

1

2

3

11

1

22

2

33

3

0 ;
1

1

0 ;
1

1

0 .
1

1

C

C

C

c

c

c

 
   

=  =       
     

 
   

=  =       
     

 
   

=  =   
     

r
r

r
r

r
r

  

Tọa độ điểm cuối E  là: 

 

( )

( ) ( )

( )

( )

33

0

0 3
0

1 2 3

0
1

1

1 1
1

E

E

E E
E

L

x

y

 
   

= =   
    

 
    

 = =     
    
  

r
r

r r
t t t

  

Với:  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

1 1 3 3 1 2

0

1 1 3 3 1 2

cos cos

sin sin

E M

E M

x x L q L q q q

y y L q L q q q

= = + + +

= = + + +
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Các thành phần của ma trận quán tính 
3 3ija


 =  A  được xác định như sau: 

( ) ( )

( ) ( )

11 1 1 1 2 3

1 2 3

22 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2 3 1 3 3 3 3 1 2

22

1 3 3 3 3 1

( 2 cos ) [ 2 cos ]

[ 2 cos

a m m m m

J J J

m c m c L c L q m L c q c q L q

m L L q L q L

= + + +

        + + +

     = + + + + + + + +

        + + + + + +

T T T T T T T T T T T T T

11 11 2 2 11 11 2 2 3 3 2 11 11 2 3 3 3 2 11 11 2 3
r t t r r t t t t r r t t t t t t r r t t t t t t r

2 1 2 3]q J J J+ + +

 

12 2 2 3 2 3

2 2

2 2 2 1 2 3 3 3 1 2 3 3

2

1 3 3 2 3 3 2 3

( cos ) [( ) cos ( ) ]

[ ( )cos ( ) ]

a m m m J J

m c c L q m c q L q c q

m L L q q L q J J

= + + + +

= + + + + +  

        + + + + + +

T T T T T T T T T T T

2 21 1 11 2 3 3 21 1 11 2 3 3 3 21 1 11 2 3
r t t t t r r t t t t t t r r t t t t t t r

 

13 3

3 1 2 1 2sin sin

a m m

m L q mL q

= +

 = +

T T T T T T T T

3 31 2 1 11 2 3 3 31 2 1 11 2 3
r t t t t t t r r t t t t t t r

 

22 2 3 2 3

2 2 2

2 2 3 3 3 3 2 3

23 3

33 3

( ) ( )

0

a m m m J J

m c m c q m L q J J

a m m

a m m

= + + + +

= + + + + + +

= +

 =

= +

T T T T T T T T T T T

2 21 1 1 21 2 3 3 21 1 1 21 3 3 3 21 1 1 21 3

T T T T T T T T

3 31 2 1 1 21 3 3 31 2 1 1 21 3

T T T T T T T

3 31 2 1 1 2 31 3 31 2

r t t t t r r t t t t t t r r t t t t t t r

r t t t t t t r r t t t t t t r

r t t t t t t r r t t

3

21 12 31 13 32 23,

m m

a a a a a a

      = +

=  =  =

T

1 1 2 31
t t t t r

 

trong đó các ma trận đạo hàm 
1, 1, 2, 3i i =   t  là: 

1 1

1
1 1

1

2 2

2
2 2

2

3

3

sin cos 0

cos sin 0 ;

0 0 0

sin cos 0

cos sin 0 ;

0 0 0

0 0 1

0 0 0 .

0 0 0

q q

q q
q

q q

q q
q

q

− − 
  

= = −   
 
  

− − 
  

= = −  
 
  

 
  

= =
 
  

11

21

31

t
t

t
t

t
t

 

Tay máy chịu lực cản nhớt tại các khớp được cho bởi: 



60 

 

1 1

2 2

3 3

0 0

0 0 ;

0 0

c

b q

b q

b q

= −

   
   

=    =
   
      

F Bq

B q





 



 

Trong đó B  là ma trận đường chéo chứa các hệ số cản nhớt. 

Thế năng của tay máy được xác định như sau: 

( ) ( )
3

0 0T T

1
ii C E

i

m m
=

 = − − g r g r  

Với:  

   0= −  g
T g ; 

  
( )  

1

T0

1 1 1 1cos sin ;C c q c q=   r  

 

( ) ( )
( ) ( )

( )
2 2

2

0 2

0 1 1 2 1 2

1 2

1 1 2 1 2

cos cos
;

sin sin1 1

C C

C

L q c q q

L q c q q

     + + 
 =    =     

+ +        

r r
t t r  

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
3 3

3

0 3

0 1 1 3 3 1 2

1 2 3

1 1 3 3 1 2

cos cos

sin sin1 1

C C

C

L q c q q q

L q c q q q

     + + +
 =   =     

+ + +        

r r
t t t r . 

Từ đó ta tính được: 

 

( )

1 1 2 3 1 1

2 2 3 3 3 3 3 1 2

( ) sin

( ) sin( )

g m c m m m L q

g c m c q m L q m q q

 = + + +

        + + + + + + 

 

Lực suy rộng của các lực hoạt động Q  tính được như sau: 

 
T

T

1 2 3 ,c Q Q Q
 

= − + =    =  
 

Q u G F G
q

 

Với:  

 

( )

( )

( ) ( )

1 1 1 1 2 3 1 1 1 1

2 2 3 3 3 3 3 1 2

2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 1 2

3 3 3 3 3 1 2

( ) cos

( ) cos( )

( ) cos( )

sin

Q u b q m m m gL m c q

c m c q m L q m g q q

Q u b q c m c q m L q m g q q

Q u b q m m g q q

= − − + + +

        − + + + + +   

 = − − + + + + + 

= − − + +






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Để tính lực suy rộng của các lực quán tính 
T

1 2 3

qt qt qt

qt Q Q Q =  Q , ta 

xây dựng các ma trận sau đây [1]: 

11 12 13 11 12 13

1 1 1 2 2 2

21 22 23 21 22 23
1 2

1 1 1 2 2 2

31 32 33 31 32 33

1 1 1 2 2 2

; ;

a a a a a a

q q q q q q

a a a a a a

q q q q q q

a a a a a a

q q q q q q

        
   

     
   
        

             
        

        
   

        

A A  

11 12 13

3 3 3

1 1 2 1 3 1

21 22 23
3 1 1 2 2 2 2 3 3 2

3 3 3

1 3 2 3 3 3

31 32 33

3 3 3

a a a

q q q
q q q q q q

a a a
q q q q q q

q q q
q q q q q q

a a a

q q q

   
 

         
         

     =    =    =                        
 

   

A q q q



 



 

Từ đó ta có: 

 
3

T
T T T

1 2 1 2 3

1

1
.

2
qt qt qt i i

i=

 = − =    −   Q Q Q q A q A q A q A q  

 ( )

( )

2
1 1 2 1 2 2 2

2
1 2 1 3 3 2 3 1 2 3 3 1 2 3

2
1 2 1 3 3 2 3 1 2 3 3 1 2

2 sin
2

2 ( )sin 2 cos ( )
2

2 ( )sin 2 cos ( )
2

qt q
Q q q L c q m

q
q q L c q q q L q c q q q m

q
q q L L q q q L q L q q q m



  
= + 

 

  
+ + + − + + +  

  

 
+ + + − + + + 




 

 

 
  

 

    

     










 

( )

( )

2

2 1 1 2 2 2

2

3 3 1 1 2 3 3 3 1 3

2

3 3 1 1 2 3 3 3 1

22

3 1 1 2 3 3 1 2 3

2

1 3

2 3

2

1 2 3 1

3

sin

( ) sin 2( )(

( ) sin 2( )(

cos ( )

cos ( )

)

)

qt

qt

Q q L q c m

c q L q q c q q q q q m

L q L q q L q q q q q m

Q L q q c q q q m

L q q L q q q

= −

 −

 

+ + +

 



 

 − + + ++ 

 =

    +

+ + +

 



  

     

 



+ + + + 









 ( )
2

2 m 
 
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Ta có thể viết lại hệ phương trình vi phân chuyển động của tay máy robot  

từ phương trình dạng ma trận (2.13) như sau: 

 

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

31 1 32 2 33 3 3 3

0

0

0

qt

qt

qt

a q a q a q Q Q

a q a q a q Q Q

a q a q a q Q Q

 + + − − =


+ + − − =


+ + − − =







 (3.2) 

Hệ phương trình (3.2) sẽ được sử dụng để giải các gia tốc suy rộng 

1 2 3, ,q q q    là hàm của các đại lượng  1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , ,...q q q q q q u u u      , phục vụ 

cho bài toán điều khiển tối ưu. 

 Xây dựng bài toán điều khiển tối ưu 

Yêu cầu đặt ra là xác định biến điều khiển ( )tu  và quy luật chuyển động 

trong không gian khớp ( )tq  tương ứng để điểm cuối của tay máy di chuyển từ 

vị trí đầu ( )0 0 0,M x y  tương ứng với cấu hình ban đầu ( )0 0=q q , đến vị trí đích 

( ),f f fM x y  ứng với cấu hình cuối ( )f ft=q q , trong đó các đại lượng 

0 , ,f ft  q q  được cho trước, và thỏa mãn tiêu chí tối ưu nỗ lực điều khiển biểu 

diễn thông qua tích phân bình phương lực/mômen điều khiển theo thời gian: 

 0

0

d min

ft

J f t=  →   (3.3) 

với 

 ( )2 2 2

0 1 2 3

1

2
f u u u= + +  (3.4) 

Xác định hàm Hamilton có dạng như biểu thức (2.25) như sau: 

 
0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6H f p f p f p f p f p f p f= − + + + + + +  (3.5) 

trong đó , 1..6ip i =  là các biến liên hợp và 

 
1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3

4 1 5 2 6 3

; ; ; ; ;

; ;

f q f q f q f q f q f q

q q q q q q

=    =    =    =    =    =

=    =    =




 (3.6) 



63 

 

Chú ý rằng, các gia tốc suy rộng được rút ra từ hệ phương trình động lực 

học của tay máy (3.2). 

Hệ phương trình trạng thái: 

 

1 2 3

1 2 3

4 5 6

4 5 6

d d d
; ; ;

d d d

d d d
; ;

d d d

q H q H q H

t p t p t p

q H q H q H

t p t p t p

  
=    =    =  

  

  
=    =    =

  

 (3.7) 

Hệ phương trình liên hợp: 

 

1 2 3

1 2 3

4 5 6

4 5 6

d d d
; ; ;

d d d

d d d
; ;

d d d

p H p H p H

t q t q t q

p H p H p H

t q t q t q

  
= −    = −    = −    

  

  
= −    = −    = −

  

 (3.8) 

Theo nguyên lý Pontryagin, các biến điều khiển ( )tu  được xác định qua 

điều kiện đạo hàm riêng: 

 
1 2 3

0 ; 0 ; 0
H H H

u u u

  
=    =    =

  
 (3.9) 

Thay các giá trị biến điều khiển ( )tu  tìm được từ hệ phương trình (3.9) 

vào các phương trình (3.7), (3.8) sẽ thu được một hệ 12 phương trình vi phân 

với 12 ẩn là ,i iq p  với 1..6i = . Giải hệ phương trình vi phân này với các điều 

kiện biên sẽ thu được nghiệm điều khiển tối ưu và quy luật chuyển động tương 

ứng của tay máy. 

 Kết quả mô phỏng nghiệm điều khiển tối ưu 

a) Thiết lập mô phỏng 

Thực hiện mô phỏng tính với các tham số của tay máy như sau: 

 

 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2

1 2 3

4,8; 2,4 ; 3,0 ; 1,5 kg

1,0 0,5; 0,6 m

0,5; 0,25 ; 0,3 m

0,4 ; 0,05; 0,09 kg.m

m m m m

L L L

c c c

J J J

=  =    =    =   

=   =  =    

=   =    =   

 =    =   =     
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   

 

1 2 3

2

5 ; 5 N.m.s/rad ; 5 kg/s

10 m/s

2,0f

b b b

g

t s

=    =    =  

 =     

=  

 

Cấu hình ban đầu và cấu hình cuối của tay máy được chọn như sau: 

( ) ( )   ( )  

( ) ( )   ( )  

0 1 2 3

1 2 3

: 0 0; 0 0,2 ; 0 0,1

: 1,4; 1,0 ; 0,5f f f f

M q q rad q m

M q t q t rad q t m

  =   =     =  

  =   =     =  
 

Điều kiện biên của vận tốc khớp được chọn như sau: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 30 0 0 0= = = = = =
f f fq q q q t q t q t  

Phiếm hàm mục tiêu: 
0

0

d

t

z f t=   với ( )0 0z = . 

Hệ phương trình với các điều kiện biên được giải theo phương pháp điểm 

ghép (collocation method) bằng phần mềm MATLAB®, được trình bày trong 

phần Phụ lục. 

b) Kết quả mô phỏng 

Các đồ thị của các đại lượng thu được từ mô phỏng số được thể hiện từ 

Hình 3.2 đến Hình 3.8. 

 

Hình 3.2. Đồ thị các biến khớp 
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Hình 3.3. Đồ thị quỹ đạo chuyển động điểm cuối 

Trong Hình 3.2, các biến khớp 
1 2 3, ,q q q   biến thiên liên tục theo thời gian 

và giá trị góc khớp tại thời điểm 0t =  và ft t=  đúng với điểm đầu và điểm đích 

tại điều kiện biên. Điều đó cho thấy nghiệm tối ưu thu được bảo đảm tay máy 

chuyển từ cấu hình ban đầu đến cấu hình cuối yêu cầu. Cùng với đó, quỹ đạo 

chuyển động của điểm cuối trên Hình 3.3 có dạng đường cong liên tục, cho 

thấy tay máy đã thực hiện được chuyển động điểm-điểm trong mặt phẳng làm 

việc phù hợp với yêu cầu. 

 

Hình 3.4. Đồ thị biến khớp và vận tốc khớp khâu 1 
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Hình 3.5. Đồ thị biến khớp và vận tốc khớp khâu 2 

 

Hình 3.6. Đồ thị biến khớp và vận tốc khớp khâu 3 

Trên Hình 3.4 đến Hình 3.6 thể hiện góc khớp và vận tốc khớp tương ứng 

của mỗi khâu. Các vận tốc khớp biến thiên liên tục, không xuất hiện dao động 

lớn và thỏa mãn điều kiện vận tốc bằng không tại thời điểm đầu và cuối. Quy 

luật biến thiên của vận tốc cũng phù hợp với chiều hướng biến đổi của các biến 

khớp, phản ánh tính hợp lý về mặt động học của chuyển động tối ưu. Kết quả 

này cho thấy quỹ đạo thu được không chỉ thỏa mãn điều kiện đầu và điều kiện 

cuối, mà còn bảo đảm tính ổn định của quá trình chuyển động. 
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Hình 3.7. Đồ thị các lực và mômen điều khiển 

 

Hình 3.8. Đồ thị hàm chi phí tích luỹ 

Lực và mômen điều khiển trên Hình 3.7 đều có sự biến đổi liên tục, không 

xuất hiện dao động lớn hoặc đột biến. Tính đơn điệu của hàm mục tiêu trong 

Hình 3.8 cho thấy tích lũy chi phí điều khiển. Tại thời điểm cuối, giá trị hàm 

mục tiêu của nghiệm điều khiển tối ưu thu được là 6089,07J  . Giá trị này 

được dùng làm cơ sở để so sánh định lượng với các quy luật chuyển động đối 

chứng ở phần tiếp theo. 
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 So sánh định lượng với các quy luật chuyển động đối chứng 

Các quy luật chuyển động đối chứng được xây dựng với cùng điều kiện 

chuyển động của bài toán điều khiển tối ưu như sau: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

0 0, 2,0 s

0 1,4 0

0 0,2 ; 1,0 ; 0 0

0,0 0,5 0

f

f f

t t

t t

=   =  

     
     

=   =   = =
     
          

q q q q
 

Đối với quy luật đa thức bậc năm, ngoài các điều kiện về vị trí và vận tốc, 

gia tốc khớp tại thời điểm đầu và cuối được chọn bằng không, tức là: 

( ) ( )
0

0 0

0

 
 

= =
 
  

q q
ft  

Đối với quy luật S-curve 7 pha, chuyển động được chọn ở dạng đối xứng. 

Gọi  0,2 sjT =   là thời gian của mỗi pha có độ giật khác không,  0,3 saT =   là 

thời gian của mỗi pha giữ gia tốc không đổi và  0,6 svT =   là thời gian của pha 

vận tốc không đổi. Khi đó, các mốc thời gian của bảy pha được xác định như 

sau: 

 

 

 

 

 

 

 

0

1

2

3

4

5

6

7

0

0,2 s

0,5 s

2 0,7 s

2 1,3 s

3 1,5 s

3 2 1,8 s

4 2 2 s

j

j a

j a

j a v

j a v

j a v

j a v f

t

t T

t T T

t T T

t T T T

t T T T

t T T T

t T T T t

=

= =  

= + =  

= + =  

= + + =  

= + + =  

= + + =  

= + + = =  

 

Giá trị giới hạn của độ giật trong quy luật S-curve được xác định từ điều 

kiện dịch chuyển ( ) ( )0 = −i i f iq q t q  như sau: 
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( )

, 2 22 3


=

 + + + +
 

i
m i

j j j a a v j a

q
j

T T T T T T T T
 (3.10) 

Từ đó, gia tốc cực đại và vận tốc cực đại tương ứng của biến khớp thứ i  

được xác định bởi: 

 
( )

, ,

, ,

m i m i j

m i m i j j a

a j T

v j T T T

=


= +

 (3.11) 

Sau khi xây dựng các quy luật chuyển động đối chứng, các hàm 

( ) ( ) ( ), ,  q q qt t t  của từng phương án được thay vào phương trình động lực học 

của tay máy để tính lực/mômen điều khiển. Giá trị hàm mục tiêu J  được tính 

theo cùng biểu thức đã sử dụng cho nghiệm điều khiển tối ưu, kết quả thể hiện 

trên Hình 3.9 đến Hình 3.13 và Bảng 3.1. 

 

Hình 3.9. Đồ thị hàm chi phí tích lũy của các quy luật chuyển động 

Từ Hình 3.9, có thể thấy các hàm chi phí tích lũy của bốn phương án đều 

tăng theo thời gian, phù hợp với dạng hàm mục tiêu được xây dựng từ bình 

phương lực/mômen điều khiển. Tuy nhiên, tốc độ tăng và giá trị cuối cùng của 

hàm chi phí có sự khác biệt rõ rệt giữa nghiệm điều khiển tối ưu theo nguyên 

lý Pontryagin và các quy luật chuyển động đối chứng. Đối với nghiệm 

Pontryagin, hàm chi phí tăng tương tự các quy luật đối chứng trong giai đoạn 
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đầu nhưng sau đó có xu hướng tăng chậm lại. Trong khi đó, các quy luật đa 

thức bậc ba, đa thức bậc năm và S-curve cho giá trị chi phí tích lũy cuối cùng 

xấp xỉ nhau và đều lớn hơn nghiệm tối ưu. 

 

Hình 3.10. Biểu đồ so sánh giá trị hàm mục tiêu 

 

Hình 3.11. Đồ thị mômen 
1u  của các quy luật chuyển động 
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Hình 3.12. Đồ thị mômen 
2u  của các quy luật chuyển động 

 

Hình 3.13. Đồ thị lực 
3u  của các quy luật chuyển động 

Bảng 3.1. So sánh giá trị hàm mục tiêu giữa nghiệm tối ưu và các quy luật 

chuyển động đối chứng trong chuyển động đến điểm đích 

Quy luật chuyển động 
Giá trị hàm mục 

tiêu J  

Mức giảm của 

nghiệm tối ưu so 

với các quy luật 

đối chứng 

Tối ưu theo Pontryagin 6089,07  
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Quy luật chuyển động 
Giá trị hàm mục 

tiêu J  

Mức giảm của 

nghiệm tối ưu so 

với các quy luật 

đối chứng 

Đa thức bậc ba 11899,96 48,83% 

Đa thức bậc năm 12704,80 52,07% 

S-curve 12423,91 50,99% 

Kết quả trên Hình 3.10 và Bảng 3.1 cho thấy nghiệm điều khiển tối ưu 

theo nguyên lý Pontryagin đạt giá trị hàm mục tiêu nhỏ nhất. So với các quy 

luật đối chứng, nghiệm tối ưu làm giảm giá trị hàm mục tiêu từ khoảng 48,83% 

đến 52,07%. Nguyên nhân chính của sự giảm chi phí thể hiện rõ trên các đồ thị 

lực và mômen điều khiển trên Hình 3.11 đến Hình 3.13. Trong giai đoạn đầu, 

các lực/mômen điều khiển của nghiệm tối ưu, đặc biệt là mômen 
2u  và 

3u , có 

giá trị tức thời lớn hơn so với ba quy luật đối chứng. Tuy nhiên, sau giai đoạn 

này, mômen 
1u  của nghiệm tối ưu giảm xuống mức thấp và được duy trì trong 

một khoảng thời gian dài. Ngược lại, đối với ba quy luật đối chứng, 
1u  vẫn duy 

trì ở mức cao trong phần lớn hành trình. Do hàm chi phí phụ thuộc vào tích 

phân bình phương của lực/mômen điều khiển, lợi ích thu được từ việc giảm kéo 

dài thành phần mômen có biên độ lớn nhất đã vượt trội so với phần chi phí tăng 

thêm do đỉnh ngắn hạn ở đầu chuyển động. Vì vậy, mặc dù nghiệm tối ưu xuất 

hiện giá trị điều khiển cực đại lớn hơn tại một số thời điểm, giá trị chi phí nỗ 

lực điều khiển cuối cùng vẫn nhỏ hơn đáng kể so với các quy luật chuyển động 

đối chứng.  

3.2. Điều khiển tối ưu tay máy chuyển động điểm-điểm theo chu trình 

 Đặt bài toán 

Trong mục này, bài toán điều khiển tối ưu tay máy theo chu trình được 

khảo sát. Đây là dạng mô hình thường gặp trong các bài toán bốc xếp, xếp dỡ 

và palletizing, trong đó tay máy thực hiện chuyển động đi và về theo một chu 

trình làm việc khép kín. So với bài toán đến điểm đích đã xét ở mục 3.1, điểm 
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khác biệt cơ bản ở đây là chuyển động của tay máy không chỉ gồm một hành 

trình đơn lẻ, mà gồm hai giai đoạn kế tiếp nhau: giai đoạn mang tải từ vị trí đầu 

đến vị trí cuối và giai đoạn quay về không tải. Vì vậy, bài toán tối ưu không 

còn đặt ra cho một hành trình riêng lẻ mà được xét cho toàn bộ chu trình làm 

việc của tay máy. 

Xét tay máy phẳng RRP như trong mục 3.1. Các mômen dẫn động tại các 

khớp được chọn làm biến điều khiển của hệ. Ký hiệu vectơ điều khiển là 

 

1

2

3

u

u

u

 
 

=
 
  

u  (3.12) 

Đặc trưng của bài toán theo chu trình là tải trọng tại điểm tác động cuối 

thay đổi theo từng giai đoạn chuyển động. Cụ thể, trong hành trình đi, tay máy 

mang tải trọng 
dm , còn trong hành trình về tay máy chuyển động không tải, tức 

tải trọng tại điểm cuối được lấy bằng không. Như vậy, toàn bộ chu trình làm 

việc của tay máy gồm hai giai đoạn: 

- Giai đoạn thứ nhất: tay máy mang tải di chuyển từ vị trí đầu đến vị trí 

cuối; 

- Giai đoạn thứ hai: tay máy không tải di chuyển từ vị trí cuối trở về vị trí 

ban đầu hoặc một cấu hình làm việc xác định. 

Cách mô tả này phản ánh đúng đặc điểm làm việc của tay máy trong các 

hệ thống làm việc theo chu trình. Ngoài ra, giai đoạn đi còn gọi là pha đi, còn 

giai đoạn về còn gọi là pha về. 

Ký hiệu thời gian chuyển động của giai đoạn đi là 
1f

t , thời gian chuyển 

động của giai đoạn về là 
2f

t . Khi đó, thời gian toàn chu trình được xác định bởi 

 
1 2f f ft t t= +  (3.13) 

Trong từng giai đoạn, tay máy có các điều kiện biên riêng. Đối với giai 

đoạn thứ nhất, trạng thái ban đầu của tay máy được xác định tại 0t = , còn trạng 

thái cuối được xác định tại 
1ft t=  . Đối với giai đoạn thứ hai, trạng thái đầu của 
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giai đoạn này chính là trạng thái cuối của giai đoạn thứ nhất, còn trạng thái cuối 

được xác định tại 
ft t= . Như vậy, hai giai đoạn của chu trình không độc lập 

với nhau, mà liên kết chặt chẽ thông qua điều kiện chuyển tiếp tại thời điểm 

1ft t= , đây còn gọi là thời điểm đổi pha giữa pha đi và pha về. 

Yêu cầu đặt ra là xác định các quy luật điều khiển ( )tu  tương ứng với 

toàn bộ chu trình sao cho tay máy thực hiện được đầy đủ hai hành trình đi và 

về theo các điều kiện biên đã cho, đồng thời bảo đảm tiêu chuẩn tối ưu theo yêu 

cầu. Bài toán không chỉ yêu cầu tay máy hoàn thành đúng chu trình chuyển 

động, mà còn phải lựa chọn được luật điều khiển tối ưu xét trên toàn bộ quá 

trình đi có tải và về không tải. 

 Xây dựng bài toán điều khiển tối ưu 

Như đã trình bày, chuyển động của tay máy bao gồm hai giai đoạn. Ở giai 

đoạn thứ nhất, điểm tác động cuối của tay máy di chuyển từ vị trí đầu 

( )0 0 0,M x y  ứng với cấu hình ban đầu ( ) 00 =q q  đến vị trí cuối ( ),d d dM x y  ứng 

với cấu hình ( )1f dt =q q   tại thời điểm 
1ft t=  cho trước, với tải trọng mang theo 

là 
dm m= . Ở giai đoạn thứ hai, tay máy chuyển động không tải từ vị trí 

dM  trở 

về vị trí 
0fM M  ứng với cấu hình ( ) 0ft =q q  trong thời gian 

2ft . Hàm mục 

tiêu được lựa chọn cho mỗi giai đoạn của chuyển động là 

 0

0

d min

ft

J f t=  →   (3.14) 

với 

 ( )2 2 2

0 1 2 3

1

2
= + +f u u u  (3.15) 

Xác định hàm Hamilton có dạng như biểu thức (3.5). Trong giai đoạn đi 

và giai đoạn về, cấu trúc của hệ phương trình động lực học giữ nguyên, nhưng 

các hệ số trong phương trình sẽ thay đổi tương ứng với giá trị tải trọng tại điểm 

tác động cuối. Ở mỗi giai đoạn chuyển động, tay máy được mô tả bởi một hệ 

gồm 12 phương trình vi phân cấp một đối với sáu biến trạng thái (3.7) và sáu 
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biến liên hợp (3.8), kết hợp với điều kiện tối ưu (3.9). Giải hệ phương trình vi 

phân này với các điều kiện biên sẽ thu được nghiệm tối ưu cần tìm.  

 Kết quả mô phỏng nghiệm điều khiển tối ưu  

a) Thiết lập mô phỏng 

Thực hiện mô phỏng tính toán với các tham số được chọn như trong mục 

3.1.4 với    
1 2 1 2

2 s , 4 sf f f f ft t t t t= =   = + =  . Các điều kiện biên của bài toán 

chuyển động theo chu trình được chọn như sau: 

- Điều kiện biên của giai đoạn đi (pha đi): 

     

( )   ( )   ( )  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 1

1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3

(0) 0 rad ; (0) 0,2 rad ; (0) 0 m ;

1,4 rad ; 1,0 rad ; 0,5 m

0 0 0 0

(0) 0

f f f

f f f

q q q

q t q t q t

q q q q t q t q t

z

=  =  =  

=   =   =  

= = = = = =

=


 

Điều kiện biên của giai đoạn về (pha về): 

( )   ( )   ( )  

     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1

1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1,4 rad ; 1,0 rad ; 0,5 m ;

( ) 0 rad ; ( ) 0,2 rad ; ( ) 0 m ;

0;

f f f

f f f

f f f f f f

q t q t q t

q t q t q t

q t q t q t q t q t q t

=    =   =  

=  =  =  

= = = = =

 

b) Kết quả mô phỏng 

Kết quả mô phỏng số ứng với giai đoạn đi được trình bày trên Hình 3.14 

đến Hình 3.18.  

Từ Hình 3.14 có thể thấy các biến khớp biến thiên liên tục trong cả hai 

giai đoạn đi và về. Tại thời điểm  
1

2,0 sft t= =  , các biến khớp đạt đúng cấu 

hình tại điểm đổi pha; sau đó tay máy tiếp tục thực hiện giai đoạn về để trở lại 

cấu hình ban đầu tại  4 sft t= =  . Kết quả này cho thấy nghiệm điều khiển tối 

ưu thu được thỏa mãn các điều kiện biên về vị trí của bài toán chuyển động 

điểm–điểm theo chu trình.  

Hình 3.15 biểu diễn vận tốc khớp trong toàn bộ chu trình. Có thể thấy vận 

tốc các khớp tại thời điểm bắt đầu, tại điểm đổi pha và tại thời điểm kết thúc 
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chu trình đều bằng không. Điều này phù hợp với điều kiện biên đã đặt ra. Như 

vậy, tay máy dừng tại điểm đổi pha trước khi thực hiện hành trình về, bảo đảm 

chu trình đi–về có tính liên tục về trạng thái vận tốc tại các điểm nối. 

 

Hình 3.14. Đồ thị các góc khớp giai đoạn đi và về 

 

Hình 3.15. Đồ thị các vận tốc khớp giai đoạn đi và về 
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Hình 3.16. Đồ thị vị trí điểm tác động cuối 

Đường quỹ đạo của giai đoạn đi và giai đoạn về trong Hình 3.16 nối các 

vị trí đầu, vị trí đổi pha và vị trí kết thúc theo đúng yêu cầu đặt ra. Do bài toán 

được đặt trong không gian khớp, quỹ đạo điểm cuối trong không gian thao tác 

không nhất thiết là đường thẳng, mà phụ thuộc vào nghiệm tối ưu của các biến 

khớp và mô hình động lực học của tay máy. Kết quả mô phỏng cho thấy điểm 

tác động cuối thực hiện được chuyển động khứ hồi giữa hai vị trí yêu cầu trong 

mặt phẳng làm việc. 

 

Hình 3.17. Đồ thị mômen điều khiển giai đoạn đi và về 
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Hình 3.17 biểu diễn các mômen điều khiển trong giai đoạn đi và giai đoạn 

về. Các mômen điều khiển biến thiên liên tục trong từng giai đoạn và không 

xuất hiện dao động bất thường. Hình 3.18 thể hiện giá trị tích lũy của hàm mục 

tiêu trong toàn bộ chu trình. Trong giai đoạn đi, hàm chi phí tích lũy tăng từ 

( )0 0=z  đến giá trị tại thời điểm đổi pha là ( )2 6089,07z  . Sang giai đoạn về, 

chi phí tiếp tục được tích lũy từ giá trị cuối của giai đoạn đi đến giá trị cuối 

cùng của toàn chu trình. Giá trị cuối cùng của đồ thị ( )4 9049,71z   chính là 

giá trị hàm mục tiêu của toàn bộ chu trình, bao gồm cả giai đoạn đi và giai đoạn 

về. 

 

Hình 3.18. Đồ thị tích luỹ hàm mục tiêu giai đoạn đi và về 

Kết quả mô phỏng cho thấy bài toán điều khiển tối ưu chuyển động điểm-

điểm theo chu trình đã được thiết lập và giải với các điều kiện biên đầy đủ về 

vị trí và vận tốc. Nghiệm thu được bảo đảm tay máy chuyển động từ cấu hình 

ban đầu đến cấu hình đổi pha, sau đó quay về cấu hình ban đầu, đồng thời vận 

tốc tại đầu chu trình, điểm đổi pha và cuối chu trình đều bằng không. Điều này 

làm cho chuyển động khứ hồi phù hợp hơn với các thao tác công nghiệp có tính 

chu kỳ, trong đó tay máy cần dừng tại vị trí thao tác trước khi chuyển sang giai 

đoạn tiếp theo. 
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 So sánh định lượng với các quy luật chuyển động đối chứng 

Để đánh giá định lượng hiệu quả của nghiệm điều khiển tối ưu trong bài 

toán chuyển động điểm-điểm theo chu trình, kết quả mô phỏng được so sánh 

với một số quy luật chuyển động đối chứng trong không gian khớp. Các quy 

luật đối chứng được xây dựng riêng cho giai đoạn đi và giai đoạn về, với cùng 

điều kiện biên, cùng thời gian chuyển động, cùng mô hình động lực học và cùng 

trạng thái tải trọng tương ứng như trong bài toán điều khiển tối ưu. 

Đối với quy luật đa thức bậc năm, ngoài điều kiện biên về vị trí và vận 

tốc, gia tốc tại thời điểm đầu và cuối mỗi giai đoạn được chọn bằng không: 

( ) ( ) ( )
1

0

0 0

0

 
 

= = =
 
  

q q q
f ft t  

Đối với quy luật S-curve 7 pha, chuyển động được xây dựng ở dạng đối 

xứng cho từng giai đoạn. Với mỗi giai đoạn, các khoảng thời gian , ,  j a vT T T  

được chọn sao cho 4 2+ + =j a vT T T T . 

trong đó T  là thời gian chuyển động của giai đoạn đang xét. Trên cơ sở lượng 

dịch chuyển của từng biến khớp trong mỗi giai đoạn, các giá trị độ giật, gia tốc 

và vận tốc cực đại tương ứng được xác định theo công thức (3.10), (3.11). 

Sau khi xây dựng các quy luật chuyển động đối chứng, các hàm 

( ) ( ) ( ), ,  q q qt t t  của từng phương án được thay vào phương trình động lực học 

của tay máy để tính mômen điều khiển tương ứng. Giá trị hàm mục tiêu được 

tính riêng cho giai đoạn đi, giai đoạn về và toàn bộ chu trình. Kết quả thể hiện 

trong Hình 3.19 đến Hình 3.23 và Bảng 3.2. 

Từ Hình 3.19 có thể thấy hàm chi phí tích lũy của các phương án đều tăng 

theo thời gian, phù hợp với dạng hàm mục tiêu được xây dựng từ bình phương 

mômen điều khiển. Tại thời điểm đổi pha  
1

2 sft =  , giá trị hàm mục tiêu tích 

lũy của nghiệm Pontryagin nhỏ hơn rõ rệt so với các quy luật đối chứng. Xu 

hướng này tiếp tục được duy trì trong pha về, dẫn đến giá trị hàm mục tiêu toàn 
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chu trình của nghiệm Pontryagin là nhỏ nhất trong các quy luật chuyển động 

(Hình 3.20). 

 

Hình 3.19. Đồ thị hàm chi phí tích lũy của các quy luật chuyển động 

 

Hình 3.20. Biểu đồ so sánh giá trị hàm mục tiêu  

Các đồ thị mômen trên Hình 3.21 đến Hình 3.23 cho thấy nguyên nhân 

chính làm giảm chi phí nằm ở khớp 1, tức mômen 
1u . Độ lớn cực đại của 

1u  

theo nghiệm Pontryagin là khoảng 123,286 N.m, thấp hơn đáng kể so với quỹ 

đạo bậc 3 (khoảng 151,374 N.m), bậc 5 (khoảng 157,406 N.m) và S-curve 
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(khoảng 162,236 N.m). Như vậy, biên độ cực đại của 
1u  được giảm khoảng 

18,6% đến 24%, đặc biệt đồ thị 
1u  cho thấy mômen ứng với nghiệm Pontryagin 

có độ lớn nhỏ hơn các quy luật đối chứng trong phần lớn thời gian chuyển động. 

Các mômen 
2u  và lực 

3u  của nghiệm Pontryagin tuy có độ lớn cực đại lớn hơn 

so với các quy luật chuyển động đối chứng, nhưng đỉnh cực đại duy trì trong 

thời gian ngắn, dẫn tới kết quả giá trị hàm mục tiêu của nghiệm Pontryagin đạt 

nhỏ hơn. 

 

Hình 3.21. Đồ thị mômen 
1u  của các quy luật chuyển động 

 

Hình 3.22. Đồ thị mômen 
2u  của các quy luật chuyển động 
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Hình 3.23. Đồ thị mômen 
3u  của các quy luật chuyển động 

Bảng 3.2. So sánh giá trị hàm mục tiêu giữa nghiệm tối ưu và các quy luật 

chuyển động đối chứng trong chuyển động điểm-điểm theo chu trình 

Quy luật chuyển động 

Giá trị hàm mục tiêu J  
Mức giảm của 

nghiệm tối ưu 

so với các quy 

luật đối chứng 

trong toàn bộ 

chu trình 
Pha đi Pha về 

Chu 

trình 

Tối ưu theo Pontryagin 6089,07 2960,65 9049,72  

Đa thức bậc ba 11899,96 6050,73 17950,68 49,59% 

Đa thức bậc năm 12704,80 6429,21 19134,01 52,70% 

S-curve 12423,91 6297,60 18721,51 51,66% 

Theo Bảng 3.2, nghiệm tối ưu theo Pontryagin đều cho giá trị hàm mục 

tiêu nhỏ nhất ở cả pha đi, pha về và toàn bộ chu trình. Ở pha đi, giá trị hàm mục 

tiêu của nghiệm tối ưu là 6089,07, giảm lần lượt 48,83%; 52,07% và 50,99% 

so với các quy luật đa thức bậc ba, đa thức bậc năm và S-curve. Ở pha về, giá 

trị hàm mục tiêu của nghiệm tối ưu là 2960,65, giảm tương ứng 51,07%; 

53,95% và 52,99% so với ba quy luật đối chứng. Xét toàn bộ chu trình, nghiệm 
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tối ưu đạt J = 9049,72, thấp hơn 49,59%; 52,70% và 51,66% so với các quy 

luật đối chứng. Kết quả này cho thấy ưu thế của nghiệm tối ưu không chỉ xuất 

hiện ở tổng chu trình mà được duy trì trong từng pha chuyển động.  

Với cùng điều kiện biên, cùng thời gian chuyển động, cùng mô hình động 

lực học và cùng trạng thái tải trọng tương ứng ở từng pha, nghiệm Pontryagin 

cho giá trị hàm mục tiêu nhỏ hơn đáng kể so với các quy luật chuyển động đặt 

trước. Điều này góp phần khẳng định khả năng áp dụng của phương pháp điều 

khiển tối ưu trong việc giảm nỗ lực điều khiển cho chuyển động chu trình của 

tay máy công nghiệp. 

Kết luận chương 3  

Từ nội dung chương 3 có thể rút ra các kết luận sau:  

1- Khung phương pháp nghiên cứu đã xây dựng ở Chương 2 có thể áp 

dụng hiệu quả cho bài toán điều khiển tối ưu tay máy công nghiệp trong chuyển 

động điểm-điểm. Trên cơ sở mô hình động lực học thiết lập bằng phương pháp 

ma trận truyền và phương trình Lagrange loại 2 dạng ma trận, bài toán tối ưu 

đã được phát biểu phù hợp cho hai trường hợp nghiên cứu cụ thể là tay máy 

robot đến điểm đích và tay máy robot theo chu trình. 

2- Việc áp dụng nguyên lý cực đại Pontryagin cho phép chuyển các bài 

toán điều khiển tối ưu đã xét về dạng hệ phương trình vi phân biên hai điểm, 

trong đó các biến trạng thái, biến liên hợp và luật điều khiển tối ưu được xác 

định đồng thời. Kết quả này cho thấy hướng tiếp cận của luận án không chỉ phù 

hợp với bài toán chuyển động đến điểm đích, mà còn có thể mở rộng cho bài 

toán chuyển động theo chu trình gồm nhiều giai đoạn liên tiếp với điều kiện 

biên chuyển tiếp giữa các giai đoạn. Đối với bài toán theo chu trình, việc bổ 

sung điều kiện vận tốc bằng không tại điểm đổi pha giúp tránh bước nhảy vận 

tốc giữa pha đi và pha về, làm cho chuyển động khứ hồi phù hợp hơn với các 

thao tác công nghiệp có tính lặp lại. 

3- Các kết quả mô phỏng số cho thấy nghiệm tối ưu thu được đều bảo đảm 

tay máy thực hiện đúng yêu cầu chuyển động, đồng thời các biến khớp, vận tốc 

khớp và mômen điều khiển biến thiên liên tục. Việc so sánh định lượng tiêu chí 
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tối ưu với các quy luật chuyển động đối chứng gồm đa thức bậc ba, đa thức bậc 

năm và S-curve đã được thực hiện. Đối với bài toán chuyển động đến điểm 

đích, nghiệm tối ưu làm giảm giá trị hàm mục tiêu lần lượt 48,83%; 52,07% và 

50,99% so với các quy luật đối chứng. Đối với bài toán chuyển động điểm-

điểm theo chu trình, giá trị hàm mục tiêu toàn chu trình giảm lần lượt 49,59%; 

52,70% và 51,66%. Các kết quả này khẳng định hiệu quả của phương pháp điều 

khiển tối ưu theo nguyên lý Pontryagin đối với tiêu chí giảm nỗ lực điều khiển 

đã lựa chọn.  
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CHƯƠNG 4. ĐIỀU KHIỂN TỐI ƯU TAY MÁY CÔNG NGHIỆP CHỊU 

RÀNG BUỘC QUỸ ĐẠO ĐIỂM CUỐI 

Trong Chương 3, luận án đã khảo sát bài toán điều khiển tối ưu tay máy 

công nghiệp trong chuyển động điểm-điểm, trong đó điểm tác động cuối di 

chuyển từ vị trí đầu đến vị trí cuối theo yêu cầu mà không bị ràng buộc bởi một 

quỹ đạo hình học định trước. Trên cơ sở mô hình động lực học của tay máy và 

nguyên lý cực đại Pontryagin, các bài toán điều khiển tối ưu tay máy robot đến 

điểm đích và theo chu trình đã được thiết lập. Đây là cơ sở trực tiếp để tiếp tục 

phát triển sang lớp bài toán có mức độ phức tạp cao hơn, đó là bài toán điều 

khiển tối ưu tay máy công nghiệp chịu ràng buộc quỹ đạo điểm cuối. 

Trong nhiều ứng dụng công nghiệp như hàn, sơn, gia công hoặc thao tác, 

điểm tác động cuối của tay máy không được phép chuyển động tự do mà phải 

bám theo một quỹ đạo công nghệ đã xác định trước. Khi đó, bài toán điều khiển 

tối ưu không chỉ đòi hỏi tay máy thỏa mãn các điều kiện đầu và điều kiện cuối, 

mà còn phải bảo đảm điểm cuối luôn nằm trên quỹ đạo ràng buộc trong suốt 

quá trình chuyển động. Vì vậy, đây là bài toán điều khiển tối ưu của hệ cơ học 

chịu ràng buộc, trong đó việc thiết lập phương trình chuyển động cần dựa trên 

nguyên lý phù hợp kết hợp với phương pháp ma trận truyền, sau đó mới áp 

dụng nguyên lý cực đại Pontryagin để xác định luật điều khiển tối ưu. 

Mục tiêu của chương 4 là thiết lập và giải bài toán điều khiển tối ưu cho 

tay máy công nghiệp khi điểm tác động cuối chịu ràng buộc quỹ đạo cho trước; 

xác định quy luật chuyển động và lực/mômen điều khiển tương ứng; đồng thời 

đánh giá kết quả mô phỏng theo tiêu chí tối ưu nỗ lực điều khiển. Các kết quả 

trong chương này cho phép mở rộng khung phương pháp đã áp dụng cho 

chuyển động điểm–điểm ở Chương 3 sang lớp bài toán có ràng buộc quỹ đạo 

điểm cuối. 
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4.1. Điều khiển tối ưu tay máy chịu ràng buộc quỹ đạo điểm cuối 

 Đặt bài toán 

Xét tay máy phẳng ba khâu quay (RRR) trong mặt phẳng thẳng đứng như 

trên Hình 4.1 được mô hình hóa với các tham số động học, động lực học như 

sau: 

- Các khâu của tay máy là các thanh mảnh đồng chất, chiều dài 1 1 2;L OO=  

2 2 3 3 3;L O O L O E=  =  với E  là điểm tác động cuối; 

- Khối lượng khâu thứ i  của tay máy là im  với 1, 2, 3i =   ; 

- Khối tâm của khâu thứ i  là iC  tại các vị trí 1 1 1 2 2 2;OC c O C c=  =  và 

3 3 3O C c= ; 

- Mômen quán tính của khâu thứ i  đối với khối tâm khâu thứ i  là iJ  với 

1, 2, 3i =   ; 

- Vectơ tọa độ suy rộng của tay máy được chọn là  
T

1 2 3q q q=q  ứng 

với các góc quay tại các khớp; 

- Tay máy di chuyển một tải trọng khối lượng m  ở điểm cuối E , coi như 

là một chất điểm tại đầu mút của khâu 3. 

 

Hình 4.1. Tay máy phẳng ba khâu quay (RRR) 
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Bài toán đặt ra là tối ưu nỗ lực điều khiển của tay máy thông qua xác định 

các lực/mômen dẫn động tối ưu tại các khớp (biến điều khiển) để điểm cuối E  

với toạ độ ( ),E Ex y  trong hệ toạ độ 0 0 0O x y  di chuyển trong mặt phẳng thẳng 

đứng theo quỹ đạo cho trước là một đường thẳng có phương trình 

 0E EG y ax b+ − =  (3.16) 

với ,a b  là các hệ số cho trước. Như vậy, bài toán đang xét là bài toán điều 

khiển tối ưu của một hệ cơ học chịu ràng buộc hình học, trong đó ràng buộc 

được áp đặt trực tiếp lên chuyển động của điểm tác động cuối. 

Các mômen dẫn động tại các khớp được chọn làm biến điều khiển của hệ: 

 

1

2

3

 
 

=
 
  

u

u

u

u

 (3.17) 

Trong bài toán này, tiêu chuẩn tối ưu được lựa chọn theo hướng tối ưu hóa 

nỗ lực điều khiển của tay máy thông qua việc làm nhỏ tác động điều khiển tại 

các khớp. Theo đó, bài toán cần giải là xác định luật điều khiển tối ưu để điểm 

cuối của tay máy vừa bám chính xác quỹ đạo định sẵn, vừa bảo đảm chi phí 

điều khiển là nhỏ nhất. Về mặt phương pháp, bài toán được xử lý theo hai bước. 

Trước hết, sử dụng phương pháp ma trận truyền kết hợp với nguyên lý phù hợp 

để thiết lập phương trình vi phân chuyển động của tay máy chịu ràng buộc. Sau 

đó, xây dựng hàm Hamilton và áp dụng nguyên lý cực đại Pontryagin để xác 

định các điều kiện cần tối ưu, từ đó đưa bài toán về dạng bài toán giá trị biên 

hai điểm. 

 Thiết lập phương trình động lực học tay máy chịu ràng buộc 

Các hệ toạ độ được đặt như trong Hình 4.1. Sử dụng phương pháp ma trận 

truyền, các ma trận truyền biểu diễn phép biến đổi giữa các hệ tọa độ là 

1 1 1 1

0

1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 0 cos sin 0 cos sin 0

0 1 0 . 0 1 0 . sin cos 0 sin cos 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

q q q q

q q q q

− −       
       

= = =
       
              

t T  
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1 2 2 2 2 1

1

2 2 2 2 2 2

2 3 3

2

3 3 3 3

1 0 1 0 0 cos sin 0 cos sin

0 1 0 . 0 1 0 . sin cos 0 sin cos 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 0 1 0 0 cos sin 0

0 1 0 . 0 1 0 . sin cos 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

L q q q q L

q q q q

L q q

q q

− −       
       

= = =
       
              

−    
    

= =
    
       

t T

t T

3 3 2

3 3

cos sin

sin cos 0

0 0 1

q q L

q q

−  
  

=
  

     

 

Tọa độ khối tâm các khâu trong hệ tọa độ gắn liền khâu là: 

 

( )

( )

( )

1

2

3

11

1

22

2

33

3

0 ;
1

1

0 ;
1

1

0 .
1

1

C

C

C

c

c

c

 
   

=  =       
     

 
   

=  =       
     

 
   

=  =   
     

r
r

r
r

r
r

  

Tọa độ điểm cuối E  là: 

 

( )

( ) ( )

( )

( )

33

0

0 3
0

1 2 3

0
1

1

1 1
1

E

E

E E
E

L

x

y

 
   

= =   
    

 
    

 = =     
    
  

r
r

r r
t t t

  

Với:  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

1 1 2 1 2 3 1 2 3

0

1 1 2 1 2 3 1 2 3

cos cos cos

sin sin sin

E

E

x L q L q q L q q q

y L q L q q L q q q

= + + + + +

= + + + + +
 

Tay máy đang khảo sát thực hiện chuyển động theo quỹ đạo cho trước 

trong mặt phẳng thẳng đứng, vectơ gia tốc trọng trường hướng từ trên xuống 

dưới.  
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Các thành phần của ma trận quán tính 
3 3ija


 =  A  được xác định như sau: 

11 1 1 2 3

1 2 3

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2 2

3 1 2 3 2 3

( 2 cos ) [ 2 cos

2 ( cos( ) cos )] [

a m m m m

J J J

m c m c L c L q m L L c L L q

c L q q L q m

= + + +

        + + +

     = + + + + + + +

        + + + +

T T T T T T T T T T T T T

11 11 2 2 11 11 2 2 3 3 2 11 11 2 3 3 3 2 11 11 2 3
r t t r r t t t t r r t t t t t t r r t t t t t t r

2 2 2

1 2 3 1 2 2

2 3 3 1 3 2 3 1 2 3

12 2 2 3 1 2

2 2 2

2 2 2 1 2 3 2 3 3 2 3 3 1 2 3

2 cos

2 cos 2 cos( )]

( cos ) [ 2 cos 2 cos(

L L L L L q

L L q L L q q J J J

a m m m J J

m c c L q m L c c L q c L q q

+ + +  

        + + + + + +

= + + + +

= + + + +  + +

T T T T T T T T T T T

2 21 1 11 2 3 3 21 1 11 2 3 3 3 21 1 11 2 3
r t t t t r r t t t t t t r r t t t t t t r

2 2

2 2 2 2 3 1 2 2 2 3 3 1 3 2 3

2 3

13 3 3

2

3 3 2 3 3 1 3 2 3

2

3 2 3 3 1 3

)

cos ] [ cos 2 cos cos( )]

[ cos cos( )]

[ cos co

L L q m L L L L q L L q L L q q

J J

a m m J

m c L c q L c q q

m L L L q L L

        +  + + + + + +

        + +

= + +

 = + + +

        + + +

T T T T T T T T

3 31 2 1 11 2 3 3 31 2 1 11 2 3
r t t t t t t r r t t t t t t r

2 3 3

22 2 3 2 3

2 2 2

2 2 3 2 3 2 3 3

2 2

3 2 2 3 3 2 3

23 3

s( )]

( 2 cos )

( 2 cos )

q q J

a m m m J J

m c m L c L L q

m L L L L q J J

a m m

+ +

= + + + +

= + + +

       + + + + +

= +

T T T T T T T T T T T

2 21 1 1 21 2 3 3 21 1 1 21 3 3 3 21 1 1 21 3

T T T T T T T T

3 31 2 1 1 21 3 3 31 2 1 1 21

r t t t t r r t t t t t t r r t t t t t t r

r t t t t t t r r t t t t t t 3

2 2

3 2 3 3 3 2 3 3 3 3

33 3 3

2 2

3 3 3 3

( cos ) ( cos )

J

m L c q c m L L q L J

a m m J

m c mL J

+

 = + + + +

= + +

      = + +

3

T T T T T T T T

3 31 2 1 1 2 31 3 31 2 1 1 2 31

r

r t t t t t t r r t t t t t t r

 

Chú ý rằng, các hệ số 21 12 31 13 32 23,a a a a a a=  =  =  do tính chất đối xứng của 

ma trận quán tính A  và các ma trận đạo hàm 1, 1, 2, 3i i =   t  tính như sau 

1 1

1
1 1

1

sin cos 0

cos sin 0 ;

0 0 0

q q

q q
q

− − 
  

= = −   
 
  

11

t
t  

2 2

2
2 2

2

sin cos 0

cos sin 0 ;

0 0 0

q q

q q
q

− − 
  

= = −  
 
  

21

t
t  
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3

3

0 0 1

0 0 0 .

0 0 0
q

 
  

= =
 
  

31

t
t  

Tay máy chịu lực cản nhớt tại các khớp được cho bởi: 

1 1

2 2

3 3

0 0

0 0 ;

0 0

c

b q

b q

b q

= −

   
   

=    =
   
      

F Bq

B q





 



 

Trong đó B  là ma trận đường chéo chứa các hệ số cản nhớt. 

Thế năng của tay máy được xác định như sau: 

( ) ( )
3

0 0T T

1=

 = − − g r g r
ii C E

i

m m  

Với:  

 
0

;
   

=   
− 

g
g

 

( )  
1

T0

1 1 1 1cos sin ;C c q c q=   r  

( ) ( )
( ) ( )

( )
2 2

2

0 2

0 1 1 2 1 2

1 2

1 1 2 1 2

cos cos
;

sin sin1 1

C C

C

L q c q q

L q c q q

     + + 
 =    =     

+ +        

r r
t t r  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
3 3

3

0 3

0 1 1 2 1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 1 2 1 2 3 1 2 3

cos cos cos

sin sin sin1 1

C C

C

L q L q q c q q q

L q L q q c q q q

     + + + + +
 =   =     

+ + + + +        

r r
t t t r . 

Từ đó ta tính được: 

1 1 1 2 3 1 1 2 2 3 3 3 1 2

3 3 3 1 2 3

[ sin ( ) sin ( )sin( )

( )sin( )]

g m c q m m m L q m c m c mL q q

m c mL q q q

 = + + + + + + +

       + + + +
 

Lực suy rộng của các lực hoạt động Q  tính được như sau: 

T 1

2

3

c

Q

Q

Q

 
   

= − + =    
  

Q u F
q
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Với:  

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1 2 3 1 1

2 2 3 3 3 1 2 3 3 3 1 2 3

2 2 2 2

2 2 3 3 3 1 2 3 3 3 1 2 3

3 3 3 3 3 3 3 1 2 3

( ) cos

( ) cos( ) cos

( ) cos( ) cos

cos

Q u b q m c m m m gL q

m c m L mL g q q m c mL g q q q

Q u b q

m c m L mL g q q m c mL g q q q

Q u b q m c mL g q q q

= − − + + +

       − + + +  − + + +

= −

       − + + +  − + + +

= − − + + +







 

Để tính lực suy rộng của các lực quán tính 
T

1 2 3

qt qt qt

qt Q Q Q =  Q , ta 

xây dựng các ma trận sau đây: 

11 12 13 11 12 13

1 1 1 2 2 2

21 22 23 21 22 23
1 2

1 1 1 2 2 2

31 32 33 31 32 33

1 1 1 2 2 2

; ;

a a a a a a

q q q q q q

a a a a a a

q q q q q q

a a a a a a

q q q q q q

        
   

     
   
        

             
        

        
   

        

A A  

11 12 13

3 3 3

1 1 2 1 3 1

21 22 23
3 1 1 2 2 2 2 3 3 2

3 3 3

1 3 2 3 3 3

31 32 33

3 3 3

a a a

q q q
q q q q q q

a a a
q q q q q q

q q q
q q q q q q

a a a

q q q

   
 

         
         

     =    =    =                        
 

   

A q q q



 



 

Từ đó ta có: 

 
3

T
T T T

1 2 1 2 3

1

1
.

2
qt qt qt i i

i=

 = − =    −   Q Q Q q A q A q A q A q  

Kết quả lực suy rộng của các lực quán tính: 
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( )

( )

( ) ( )

( )

1 1 2 1 2 2 2 2

3 1 2 1 2 3 3 2

1 2 1 2 2 2 3 3 1 2 2 3 3

1 3 2 1 2 3 3 2

3 3

3

3

3

2 sin

2 ( )sin( )

2 sin 2 2 sin

2 ( )sin( )

2

qtQ q q L q c q m

c L q q q q q q q

q q L q L q q c q q q L q m

L L q q q q q q q

q L q

      

  

= +  

+ + + + +

 

    

  

 

+

   

  +

     

      + + + + 

+ + + +

 



+









 ( )1 2 2 332 sinq q L q m+ + 

 

( )

( )

( )

2 2

2 1 2 1 2 2

2 2 2 2 2

1 3 1 3 2 3 3 1 3 2 3 2 3 1 2 1 2 3

2 2 2 2 2

1 3 1 3 2 3 3 1 3 2 3 2 3 1 2 1 2

sin

sin( ) 2 2 sin sin

sin( ) 2 2 sin sin

qtQ L c q q m

L c q q q c q q q q q L q L L q q m

L L q q q L q q q q q L q L L q q m

= −

 + − + + + + −
 

 + − + + + + −
 







 

( )

( )

2 2 2

3 1 3 3 1 3 2 1 3 1 3 2 1 1 3 2 2 3 3

2 2 2

1 3 1 3 2 1 3 1 3 2 1 1 3 2 2 3

sin( ) 2 sin

sin( ) 2 sin

qtQ L L c q q q L c q c q q L c q L q m

L L q q q L L q L q q L L q L q m

 = − + + − − −


 −    



 + − + + − −


   





 

Thay ( )0
rE

 vào phương trình (3.16), ta được phương trình sau: 

 
( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 1 2 3 1 2 3

1 1 2 1 2 3 1 2 3

cos cos cos

sin sin sin 0

G a L q L q q L q q q b

L q L q q L q q q

+ + + + + −  

            + + + + + + =


 (3.18) 

Đạo hàm theo thời gian của G  ta được:  

 

3 3

1

1 1

d

d
i i i

i ii

i

i

G G
G q d q

t q

G
d

q

= =


= =  = 




=



 

 (3.19) 

Coi 1 2, q q  là các tọa độ suy rộng độc lập, biểu diễn các vận tốc suy rộng 

theo 1 2, q q , kết hợp với phương trình (3.19) như sau: 

 

1 1 2

2 1 2

1 2
3 1 2

3 3

1. 0.

0. 1.

q q q

q q q

d d
q q q

d d

= +

= +

= − −







 (3.20) 

Viết lại hệ phương trình (3.20) dưới dạng ma trận: 
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T

1
1

3 1

2

2 2

3
3

1 0

0 1

d
q

d q
q

d q
q

d

 
−        =       −    

 









 (3.21) 

Từ đó ta được ma trận D như sau: 

 

1

3

2

3

1 0

0 1

d

d

d

d

 
− 

 =
 

− 
 

D  (3.22) 

trong đó 

( ) ( )

( ) ( )

1 3 1 2 3 2 1 2 1 1

1

3 1 2 3 2 1 2 1 1

sin sin sin

cos cos cos

G
d a L q q q L q q L q

q

L q q q L q q L q


 = = − + + + + + 

                    + + + + + +

 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 1 2 3 1 2 3

2

2 1 2 3 1 2 3

sin sin

cos cos

G
d a L q q L q q q

q

L q q L q q q


 = = − + + + + 

                   + + + + +

 

( ) ( )3 3 1 2 3 3 1 2 3

3

sin cos
G

d aL q q q L q q q
q


= = − + + + + +


 

Ta có thể viết lại hệ phương trình vi phân chuyển động của tay máy robot  

từ phương trình dạng ma trận (2.13) như sau: 

 
3 1 1 3

3 2 2 3

. . 0

. . 0

d G d G

d G d G

− =


− =
 (3.23) 

trong đó: 

 

1 11 1 12 2 13 3 1 1

2 21 1 22 2 23 3 2 2

3 31 1 32 2 33 3 3 3

0

0

0

qt

qt

qt

G a q a q a q Q Q

G a q a q a q Q Q

G a q a q a q Q Q

 + + − − =


+ + − − =


+ + − − =







 (3.24) 

Ngoài ra, đạo hàm bậc hai của phương trình liên kết (3.16) ta được: 
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3 3 3

1 1 1

0
= = =


+


=  i

i i j i

i i j j

d
d q q q

q
 (3.25) 

Kết hợp hệ phương trình (3.23) và (3.25) sẽ giải được các gia tốc suy rộng 

1 2 3, ,q q q    là hàm của các đại lượng  1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , ,...q q q q q q u u u      , phục vụ 

cho bài toán điều khiển tối ưu ở phần sau. 

 Xây dựng bài toán điều khiển tối ưu 

Yêu cầu đặt ra là xác định biến điều khiển ( )tu  và quỹ đạo góc khớp ( )tq  

tương ứng để điểm cuối của tay máy di chuyển từ vị trí đầu ( )0 0 0,M x y  tương 

ứng với góc khớp ( )0 0=q q , theo đường dịch chuyển thẳng ứng với phương 

trình (3.16), đến vị trí đích ( ),f f fM x y  với góc khớp ( )f ft=q q , trong đó 

0 , ,f ft  q q  cho trước, và thỏa mãn tiêu chí tối ưu như sau 

 0

0

d min

ft

J f t=  →   (3.26) 

với 

 ( )2 2 2

0 1 2 3

1

2
f u u u= + +  (3.27) 

 

Xác định hàm Hamilton có dạng như biểu thức (3.5). Chuyển động của 

tay máy được mô tả bởi một hệ gồm 12 phương trình vi phân cấp một đối với 

sáu biến trạng thái (3.7) và sáu biến liên hợp (3.8), kết hợp với điều kiện tối ưu 

(3.9). Giải hệ phương trình vi phân này với các điều kiện biên sẽ thu được 

nghiệm tối ưu cần tìm.  

 Kết quả mô phỏng số 

a) Thiết lập mô phỏng 

Thực hiện mô phỏng tính toán với các tham số được chọn như sau: 

 

 
1 2 3

1 2 3

4,2 ; 3,0 ; 2,88 ; 1,5 kg

0,8 ; 0,6 ; 0,5 m

dm m m m

L L L

=    =    =    =   

=    =    =    
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 

 

1 2 3

2

1 2 3

1 2 3

0,4; 0,3; 0,25 m

0,224 ; 0,09; 0,06 kg.m

3; 5; 5 N.m.s/rad

c c c

J J J

b b b

=   =    =   

 =    =   =     

=  =  =  

 

 210 m/s ; 2fg t s =     =     

Điều kiện biên được chọn như sau: 

( )   ( )   ( )  

( )   ( )   ( )  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0 0 rad ; 0 rad ; 0 rad
6 6

2
rad ; rad ; rad ;

6 3 3

0 0 0 0

0

f f f

f f f

q q q

q t q t q t

q q q

q t q t q t

 

  

=   =    =  

= −   =     = −  

= = =

= = =





 

Phiếm hàm mục tiêu tích luỹ: 
0

0

d

t

z f t=   ; ( )0 0z = . 

b) Kết quả mô phỏng 

Các đồ thị của các đại lượng thu được từ mô phỏng số được thể hiện từ 

Hình 4.2 đến Hình 4.8. 

 

Hình 4.2. Đồ thị các biến khớp 
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Trên Hình 4.2, các biến khớp biến thiên liên tục theo thời gian, không xuất 

hiện bước nhảy hoặc dao động bất thường. Điều này cho thấy nghiệm số của 

bài toán điều khiển tối ưu là phù hợp về mặt động học và bảo đảm tính khả thi 

của chuyển động trong khoảng thời gian khảo sát.  

 

Hình 4.3. Đồ thị biến khớp và vận tốc khớp khâu 1 

 

Hình 4.4. Đồ thị biến khớp và vận tốc khớp khâu 2 

Các Hình 4.3, Hình 4.4 và Hình 4.5 thể hiện chi tiết quy luật biến khớp và 

vận tốc khớp tương ứng. Có thể thấy vận tốc của các khớp đều bằng không tại 
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thời điểm đầu và thời điểm cuối, phù hợp với điều kiện biên đã đặt ra. Trong 

khoảng thời gian chuyển động, vận tốc các khớp biến thiên liên tục, không có 

sự thay đổi đột ngột. Các kết quả này cho thấy chuyển động thu được có độ 

trơn cần thiết, phù hợp với yêu cầu vận hành của cơ cấu tay máy. 

 

Hình 4.5. Đồ thị biến khớp và vận tốc khớp khâu 3 

 

Hình 4.6. Đồ thị quỹ đạo chuyển động điểm cuối 

Hình 4.6 biểu diễn quỹ đạo chuyển động của điểm tác động cuối trong mặt 

phẳng thao tác. Kết quả cho thấy điểm cuối của tay máy di chuyển từ điểm đầu 
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đến điểm cuối và bám theo đường ràng buộc hình học đã đặt ra. Quỹ đạo hình 

học nằm trên đường ràng buộc, chứng tỏ phương pháp xây dựng mô hình động 

lực học có ràng buộc và bài toán điều khiển tối ưu đã bảo đảm được yêu cầu 

chuyển động của điểm tác động cuối.  

Hình 4.7 thể hiện các lực và mômen điều khiển tại các khớp. Các tín hiệu 

điều khiển 
1 2 3, ,  u u u  biến thiên liên tục trong toàn bộ quá trình mô phỏng. Nhìn 

chung, các tín hiệu điều khiển không xuất hiện dao động đột biến, cho thấy 

nghiệm điều khiển thu được có tính ổn định.  

 

Hình 4.7.  Đồ thị các lực/mômen điều khiển 

Hình 4.8 biểu diễn giá trị tích lũy của hàm mục tiêu theo thời gian. Đường 

cong ( )z t  tăng đơn điệu từ giá trị ban đầu ( )0 0=z , phù hợp với bản chất của 

hàm mục tiêu dạng tích phân bình phương lực/mômen điều khiển. Giá trị hàm 

mục tiêu tăng nhanh ở giai đoạn đầu, sau đó tăng chậm hơn ở khoảng giữa quá 

trình và tiếp tục tăng mạnh hơn ở giai đoạn cuối. Điều này phù hợp với diễn 

biến của các lực/mômen điều khiển trên Hình 4.7, đặc biệt là khi các khớp phải 

điều chỉnh để bảo đảm đồng thời điều kiện cuối và ràng buộc quỹ đạo. Giá trị 

cuối của hàm mục tiêu phản ánh tổng chi phí điều khiển cần thiết để tay máy 

hoàn thành chuyển động trong điều kiện ràng buộc đã cho. 
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Hình 4.8. Đồ thị hàm mục tiêu 

Các kết quả mô phỏng đã cho thấy phương pháp đề xuất hiệu quả trong 

việc điều khiển tối ưu tay máy robot trong chuyển động với quỹ đạo định sẵn. 

 So sánh định lượng với các quy luật chuyển động đối chứng 

Để đánh giá hiệu quả của nghiệm điều khiển tối ưu thu được từ nguyên lý 

cực đại Pontryagin, trong mục này tiến hành so sánh giá trị hàm mục tiêu với 

một số quy luật chuyển động đối chứng. Các quy luật đối chứng được lựa chọn 

gồm: quy luật đa thức bậc ba, quy luật đa thức bậc năm và quy luật S-curve. 

Khác với bài toán chuyển động điểm-điểm trong không gian khớp, ở bài 

toán đang xét, điểm tác động cuối của tay máy phải chuyển động trên đường 

ràng buộc hình học đã cho. Vì vậy, các quy luật đối chứng không được xây 

dựng độc lập cho từng biến khớp, mà được xây dựng thông qua tham số chuyển 

động dọc theo quỹ đạo điểm cuối. 

Gọi ( )t  là tham số dịch chuyển dọc theo quỹ đạo ràng buộc của điểm 

tác động cuối, L là chiều dài đoạn quỹ đạo từ điểm đầu đến điểm cuối. Đặt tham 

số chuẩn hóa: 

 ( )
( )

, 1=       
t

t
L


   (3.28) 
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Khi đó, quy luật chuyển động của điểm tác động cuối được biểu diễn dưới 

dạng: 

 
( )

( )

( )

( )

( )

( )

0 0

0 0

         = + −                 

E fE EE

E E EE f

x tx xx

y y yy t
  (3.29) 

trong đó ( ) ( ) ( ) ( )
TT

0 0 ,        E E E f E fx y x t y t  lần lượt là vị trí tại thời điểm 

ban đầu và thời điểm cuối của điểm tác động cuối.  

Để xây dựng quy luật tham số ( )t  theo các quy luật chuyển động đối 

chứng, ta đặt: 

 , 0 1=       
f

t

t
   (3.30) 

Đối với quy luật đa thức bậc ba, tham số chuyển động dọc quỹ đạo được 

chọn theo dạng: 

 ( ) 2 3

0 1 2 3= + + +a a a a      (3.31) 

với các điều kiện: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
d d

0 0; 1 1; 0 1 0
d d

=    =    = =
 

 
 

 (3.32) 

Đối với quy luật đa thức bậc năm, ngoài các điều kiện về vị trí và vận tốc, 

gia tốc của tham số chuyển động tại thời điểm đầu và cuối cũng được chọn bằng 

không, tức là: 

 ( ) 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5= + + + + +a a a a a a        (3.33) 

 ( ) ( )
2 2

2 2

d d
0 1 0

d d
= =

 

 
 (3.34) 

Đối với quy luật S-curve 7 pha, chuyển động của tham số  được chọn ở 

dạng đối xứng. Đặt  0,2 sjT =   là thời gian của mỗi pha có độ giật khác không, 

 0,3 saT =   là thời gian của mỗi pha giữ gia tốc không đổi và  0,6 svT =   là thời 
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gian của pha vận tốc không đổi. Giá trị giới hạn của độ giật trong quy luật S-

curve được xác định từ điều kiện dịch chuyển 1 =  như sau: 

 
( )2 2

1

2 3
=

 + + + +
 

m

j j j a a v j a

j
T T T T T T T T

 (3.35) 

Do tay máy có ba biến khớp trong khi vị trí điểm tác động cuối trong mặt 

phẳng được xác định bởi hai tọa độ, nên khi chỉ ràng buộc quỹ đạo điểm cuối, 

hệ còn một biến độc lập. Để xác định đầy đủ chuyển động của tay máy, biến 

độc lập 
1q  được chọn biến thiên theo cùng tham số   như sau: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 10 0 = + −
 fq q q t q   (3.36) 

Các biến khớp 
2 3, q q  sẽ được xác định thông qua bài toán động học ngược. 

Từ các đại lượng ( ) ( ) ( ), ,  q q qt t t , các lực/mômen điều khiển tương ứng được 

xác định bằng phương trình động lực học ngược. Cách xây dựng này bảo đảm 

các quy luật đối chứng có cùng điểm đầu, điểm cuối, cùng thời gian chuyển 

động và cùng đường ràng buộc hình học của điểm tác động cuối với nghiệm tối 

ưu. Kết quả so sánh được thể hiện trên Hình 4.9 đến Hình 4.13 và Bảng 4.1. 

Hình 4.9 biểu diễn sự biến thiên của hàm chi phí tích lũy theo thời gian 

đối với nghiệm tối ưu theo Pontryagin và ba quy luật chuyển động đối chứng. 

Có thể nhận thấy đường chi phí tích lũy của nghiệm Pontryagin nằm thấp hơn 

rõ rệt so với các quy luật đối chứng trong phần lớn quá trình chuyển động. Các 

quy luật đối chứng tuy được xây dựng để bảo đảm điểm tác động cuối chuyển 

động trên cùng đường ràng buộc, nhưng bản chất vẫn là các quy luật nội suy 

động học theo tham số quỹ đạo. Do đó, chúng chưa xét trực tiếp đến cấu trúc 

động lực học của tay máy trong quá trình xác định quy luật chuyển động. Ngược 

lại, nghiệm Pontryagin được xác định trên cơ sở mô hình động lực học và điều 

kiện cực trị của hàm Hamilton, nên có khả năng phân bố chuyển động và 

lực/mômen điều khiển hợp lý hơn theo tiêu chí hàm mục tiêu. 
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Hình 4.9. Đồ thị hàm chi phí tích lũy của các quy luật chuyển động 

 

Hình 4.10. Đồ thị mômen 
1u  của các quy luật chuyển động 
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Hình 4.11. Đồ thị mômen 
2u  của các quy luật chuyển động 

 

Hình 4.12. Đồ thị mômen 
3u  của các quy luật chuyển động 

Các tín hiệu điều khiển của cả bốn phương pháp trên Hình 4.10 đến Hình 

4.12 đều biến thiên trơn, không xuất hiện các đỉnh bất thường. Nghiệm 

Pontryagin có độ lớn mômen cực đại lớn hơn các quy luật đối chứng, nhưng 

giữ giá trị tức thời nhỏ hơn các quy luật đối chứng trên phần lớn thời gian 

chuyển động. Có thể thấy nghiệm Pontryagin không tối thiểu hóa biên độ tại 
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từng cơ cấu chấp hành riêng lẻ, mà phối hợp cả ba biến điều khiển để giảm chi 

phí hàm tích lũy. 

 

Hình 4.13. Biểu đồ so sánh giá trị hàm mục tiêu 

Bảng 4.1. So sánh giá trị hàm mục tiêu giữa nghiệm tối ưu và các quy luật 

chuyển động đối chứng trong chuyển động chịu ràng buộc quỹ đạo điểm cuối 

Quy luật chuyển 

động 

Giá trị hàm 

mục tiêu J  

Mức giảm của nghiệm 

tối ưu so với các quy 

luật đối chứng 

Tối ưu theo Pontryagin 843,56  

Đa thức bậc ba 1195,88 29,46% 

Đa thức bậc năm 1195,89 29,46% 

S-curve 1196,02 29,47% 

Ở thời điểm cuối, giá trị hàm mục tiêu của nghiệm tối ưu đạt khoảng 

843,56; trong khi các quy luật đa thức bậc ba, đa thức bậc năm và S-curve lần 

lượt cho giá trị khoảng 1195,88; 1195,89 và 1195,02 (Hình 4.13 và Bảng 4.1). 

Kết quả trên cho thấy nghiệm tối ưu theo Pontryagin làm giảm gần 29,5% chi 

phí điều khiển so với các quy luật đối chứng. Điều này chứng tỏ nghiệm điều 
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khiển tối ưu không chỉ thỏa mãn điều kiện biên và ràng buộc quỹ đạo điểm 

cuối, mà còn đạt hiệu quả tốt hơn theo đúng tiêu chí tối ưu đã lựa chọn. 

4.2. Điều khiển tối ưu tay máy trên quỹ đạo định sẵn theo chu trình 

 Đặt bài toán 

Trong mục này sẽ xét bài toán điều khiển tối ưu tay máy robot theo quỹ 

đạo định sẵn theo chu trình. Điểm khác biệt cơ bản ở đây là chuyển động của 

tay máy không chỉ gồm một hành trình đơn lẻ, mà gồm hai giai đoạn kế tiếp 

nhau: giai đoạn đi mang tải từ vị trí xuất phát đến vị trí đích trên quỹ đạo và 

giai đoạn quay về không tải từ vị trí đích về lại vị trí ban đầu cũng trên chính 

quỹ đạo đó. Vì vậy, bài toán tối ưu không còn đặt ra cho một lần chuyển động 

riêng lẻ mà được xét cho toàn bộ chu trình làm việc của tay máy. 

Xét tay máy phẳng RRR như trong mục 4.1. Chuyển động của tay máy 

thực hiện trong một chu trình bao gồm giai đoạn đi và giai đoạn về. Ở giai đoạn 

đi, tay máy mang tải trọng m  ở điểm tác động cuối, di chuyển từ điểm đầu đến 

điểm đích trên quỹ đạo định sẵn. Ở giai đoạn về, tay máy di chuyển từ điểm 

đích về vị trí ban đầu và không mang tải, vẫn trên quỹ đạo định sẵn của điểm 

tác động cuối. Ngoài yêu cầu bảo đảm quỹ đạo hình học của điểm cuối, bài toán 

còn phải xét đến tính liên tục của chuyển động giữa hai giai đoạn chuyển động. 

 Xây dựng bài toán điều khiển tối ưu 

Ở giai đoạn đi, điểm tác động cuối của tay máy di chuyển từ vị trí đầu 

( )0 0 0,M x y  ứng với cấu hình ban đầu ( ) 00 =q q  trong khoảng thời gian 

10 ft t   đến vị trí cuối ( ),d d dM x y  ứng với cấu hình ( )1f dt =q q   kèm tải 

trọng mang theo là 
dm m= . Ở giai đoạn về, tay máy chuyển động không tải, 

điểm tác động cuối di chuyển từ vị trí 
dM  trở về vị trí 

0fM M  ứng với cấu 

hình ( ) 0ft =q q  trong thời gian 
1 2f ft t t  . Tổng thời gian di chuyển của một 

chu trình là 
1 2f f ft t t= + .  

Trong cả hai giai đoạn, điểm tác động cuối luôn phải thỏa mãn phương 

trình ràng buộc đã cho. Vì vậy, bài toán điều khiển tối ưu ở đây không chỉ yêu 
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cầu tay máy đi qua đúng các điểm đầu và cuối, mà còn đòi hỏi toàn bộ chuyển 

động khứ hồi phải diễn ra trên quỹ đạo định sẵn với chi phí điều khiển nhỏ nhất. 

Hàm mục tiêu được lựa chọn cho mỗi giai đoạn của chuyển động là 

 0

0

d min

ft

J f t=  →   (3.37) 

với 

 ( )2 2 2

0 1 2 3

1

2
f u u u= + +  (3.38) 

Xác định hàm Hamilton có dạng như biểu thức (3.5). Trong giai đoạn đi 

và giai đoạn về, cấu trúc của hệ phương trình động lực học giữ nguyên, nhưng 

các hệ số trong phương trình sẽ thay đổi tương ứng với giá trị tải trọng tại điểm 

tác động cuối. Ở mỗi giai đoạn chuyển động, tay máy được mô tả bởi một hệ 

gồm 12 phương trình vi phân cấp một đối với 06 biến trạng thái (3.7) và 06 

biến liên hợp (3.8), kết hợp với điều kiện tối ưu (3.9). Giải hệ phương trình vi 

phân này với các điều kiện biên sẽ thu được nghiệm tối ưu cần tìm.   

 Kết quả mô phỏng số 

a) Thiết lập mô phỏng 

Thực hiện mô phỏng tính toán với các tham số được chọn như trong mục 

4.1.4. Các điều kiện biên của bài toán chuyển động theo chu trình được chọn 

như sau: 

- Điều kiện biên của giai đoạn đi (  10 2 sft t  =  ) 

( )   ( )   ( )  

( )   ( )   ( )  
1 1 1

1 2 3

1 2 3

0 0 rad ; 0 rad ; 0 rad
6 6

2
rad ; rad ; rad ;

6 3 3
f f f

q q q

q t q t q t

 

  

=   =    =  

= −   =     = −  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1 1

1 2 3

1 2 3

0 0 0 0

0f f f

q q q

q t q t q t

= = =

= = =




 

- Điều kiện biên của giai đoạn về (  1 4 sf ft t t  =  ) 
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     

     

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 2 1 3 1

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2
( ) rad ; ( ) rad ; ( ) rad ;

6 3 3

( ) 0 rad ; ( ) rad ; ( ) rad ;
6 6

0;

0

f f f

f f f

f f f

f f f

q t q t q t

q t q t q t

q t q t q t

q t q t q t

  

 

= −   =   = −  

=   =    =  

= = =

= = =





 

b) Kết quả mô phỏng 

Kết quả mô phỏng số được trình bày trên Hình 4.14 đến Hình 4.18. 

Đồ thị Hình 4.14 cho thấy các biến khớp đều biến thiên liên tục theo thời 

gian trong cả hành trình đi và hành trình về. Giá trị của các tọa độ suy rộng tại 

đầu và cuối mỗi hành trình phù hợp với các điều kiện biên đã đặt ra. Tại thời 

điểm 
1

= ft t , trạng thái cuối của giai đoạn đi đồng thời là trạng thái đầu của giai 

đoạn về. Điều này bảo đảm tính liên tục về cấu hình của tay máy tại điểm 

chuyển pha của chu trình. 

 

Hình 4.14. Đồ thị các biến khớp giai đoạn đi và về 

Hình 4.15 thể hiện vận tốc của các khớp trong toàn bộ chu trình. Các vận 

tốc khớp thỏa mãn điều kiện bằng không tại thời điểm đầu, tại điểm chuyển pha 
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và tại thời điểm kết thúc chu trình. Kết quả này phù hợp với điều kiện biên đã 

đặt ra, đồng thời cho thấy tay máy dừng tại vị trí chuyển pha trước khi thực 

hiện giai đoạn chuyển động về.  

 

Hình 4.15. Đồ thị các vận tốc khớp giai đoạn đi và về 

 

Hình 4.16. Đồ thị quỹ đạo điểm cuối  
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Kết quả biểu diễn quỹ đạo của điểm tác động cuối trong mặt phẳng thao 

tác trên Hình 4.16 cho thấy quỹ đạo điểm cuối ở giai đoạn đi và giai đoạn về 

đều nằm trên đường ràng buộc hình học đã cho, cách xây dựng bài toán điều 

khiển tối ưu theo từng pha của chu trình vẫn bảo đảm yêu cầu ràng buộc quỹ 

đạo tại điểm tác động cuối. 

 

Hình 4.17. Đồ thị mômen điều khiển giai đoạn đi và về 

 

Hình 4.18. Đồ thị hàm chi phí giai đoạn đi và về 
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Hình 4.17 biểu diễn các lực/mômen điều khiển tối ưu tương ứng với hai 

hành trình. Có thể thấy các lực điều khiển đều biến thiên liên tục theo thời gian, 

không xuất hiện đột biến lớn. Giá trị ( )z t  trên Hình 4.18 tăng đơn điệu theo 

thời gian, phù hợp với bản chất của hàm mục tiêu.  

 So sánh định lượng với các quy luật chuyển động đối chứng 

Khác với bài toán chuyển động một lượt ở mục 4.1, bài toán trong mục 

này gồm hai giai đoạn: giai đoạn đi từ vị trí ( )0 0 0,M x y  đến vị trí ( ),d d dM x y  

và giai đoạn về từ vị trí ( ),d d dM x y  trở lại vị trí ( )0 0 0,M x y . Trong mỗi giai 

đoạn, điểm tác động cuối của tay máy đều phải chuyển động trên đường ràng 

buộc hình học nối 
0M  và 

dM . Vì vậy, các quy luật đối chứng được xây dựng 

riêng cho từng giai đoạn thông qua tham số chuyển động dọc theo quỹ đạo điểm 

cuối, thực hiện như đã trình bày trong mục 4.1.5. Kết quả so sánh được trình 

bày trên Hình 4.19 đến Hình 4.23 và Bảng 4.2.  

 

Hình 4.19. Đồ thị hàm chi phí tích lũy của các quy luật chuyển động 

Hình 4.19 biểu diễn sự biến thiên của hàm chi phí tích lũy theo thời gian 

đối với nghiệm tối ưu theo Pontryagin và các quy luật chuyển động đối chứng. 

Có thể nhận thấy đường chi phí tích lũy của nghiệm Pontryagin nằm thấp hơn 
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rõ rệt so với các quy luật đối chứng trong phần lớn thời gian của chu trình, kể 

cả pha đi và pha về. Như vậy, nghiệm tối ưu theo Pontryagin không chỉ làm 

giảm chi phí điều khiển trong toàn bộ chu trình, mà còn cho giá trị hàm mục 

tiêu nhỏ hơn trong từng giai đoạn riêng biệt. 

 

Hình 4.20. Đồ thị mômen 
1u  của các quy luật chuyển động 

 

Hình 4.21. Đồ thị mômen 
2u  của các quy luật chuyển động 
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Hình 4.22. Đồ thị mômen 
3u  của các quy luật chuyển động 

Ba đồ thị biến điều khiển trên Hình 4.20 đến Hình 4.22 cho thấy tín hiệu 

điều khiển của các phương pháp đều liên tục và không xuất hiện các đỉnh bất 

thường do suy biến quỹ đạo như trước. Tại thời điểm chuyển pha, tín hiệu có 

sự thay đổi đáng kể do điểm cuối tay máy đổi chiều chuyển động, đồng thời tải 

được tháo khỏi điểm cuối nên mô hình động lực học của pha về khác pha đi.  

 

Hình 4.23. Biểu đồ so sánh giá trị hàm mục tiêu toàn chu trình 
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Bảng 4.2. So sánh giá trị hàm mục tiêu giữa nghiệm tối ưu và các quy luật 

chuyển động đối chứng trong chuyển động chịu ràng buộc quỹ đạo điểm cuối 

theo chu trình 

Quy luật chuyển động 

Giá trị hàm mục 

tiêu J  toàn chu 

trình 

Mức giảm của 

nghiệm tối ưu so 

với các quy luật đối 

chứng trong toàn 

bộ chu trình 

Tối ưu theo Pontryagin 1795,79  

Đa thức bậc ba 2332,38 23,01% 

Đa thức bậc năm 2335,12 23,10% 

S-curve 2334,06 23,06% 

Tại thời điểm kết thúc chu trình, giá trị hàm mục tiêu của nghiệm tối ưu 

là 1795,79; trong khi các quy luật đa thức bậc ba, đa thức bậc năm và S-curve 

có giá trị lần lượt là 2332,38; 2335,12; 2334,06 (Hình 4.23). Kết quả trong Bảng 

4.2 cho thấy giá trị hàm mục tiêu toàn chu trình của nghiệm tối ưu theo 

Pontryagin giảm 23,01% so với quy luật đa thức bậc ba, giảm 23,10% so với 

quy luật đa thức bậc năm và giảm 23,06% so với quy luật S-curve. Điều này 

chứng tỏ nghiệm điều khiển tối ưu đạt hiệu quả định lượng rõ rệt theo đúng tiêu 

chí tối ưu nỗ lực điều khiển. 

Như vậy, kết quả so sánh định lượng cho thấy phương pháp điều khiển tối 

ưu được sử dụng không chỉ phù hợp với bài toán chuyển động đơn chịu ràng 

buộc quỹ đạo điểm cuối, mà còn có thể mở rộng hiệu quả cho bài toán chuyển 

động theo chu trình. Việc tách chi phí theo pha đi, pha về và toàn chu trình cũng 

cho thấy nghiệm tối ưu theo Pontryagin duy trì ưu thế so với các quy luật đối 

chứng trong cả hai giai đoạn chuyển động. 

Kết luận chương 4 

Từ nội dung và kết quả đạt được của chương 4 có thể rút ra kết luận như 

sau: 
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1- Khung phương pháp nghiên cứu của luận án có thể tiếp tục được mở 

rộng từ bài toán chuyển động điểm-điểm sang bài toán điều khiển tối ưu tay 

máy công nghiệp chịu ràng buộc quỹ đạo điểm cuối. Trong trường hợp này, 

việc kết hợp phương pháp ma trận truyền với nguyên lý phù hợp cho phép thiết 

lập được phương trình chuyển động của hệ chịu ràng buộc dưới dạng thích hợp 

để tiếp tục xây dựng bài toán điều khiển tối ưu. Đây là cơ sở lý thuyết quan 

trọng để xử lý các bài toán chuyển động công nghệ mà điểm tác động cuối phải 

bám theo một quỹ đạo xác định trước. 

2- Việc áp dụng nguyên lý cực đại Pontryagin cho các mô hình tay máy 

chịu ràng buộc quỹ đạo đã cho phép đưa bài toán tối ưu về dạng hệ phương 

trình vi phân biên hai điểm trong cả hai trường hợp khảo sát: chuyển động một 

lần theo quỹ đạo định sẵn và chuyển động theo chu kỳ trên quỹ đạo định sẵn. 

Kết quả này cho thấy hướng tiếp cận của luận án không chỉ phù hợp với hệ cơ 

học không ràng buộc, mà còn có thể xử lý được các hệ cơ học chịu ràng buộc 

hình học trong suốt quá trình chuyển động. 

3- Các kết quả mô phỏng số cho thấy nghiệm tối ưu thu được đều bảo đảm 

điểm tác động cuối bám đúng quỹ đạo yêu cầu, đồng thời các tọa độ suy rộng, 

vận tốc suy rộng và lực điều khiển biến thiên liên tục. Các kết quả so sánh định 

lượng với các quy luật chuyển động đối chứng đã làm rõ hơn hiệu quả của 

nghiệm tối ưu theo Pontryagin. Đối với bài toán chuyển động đơn chịu ràng 

buộc quỹ đạo điểm cuối, giá trị hàm mục tiêu của nghiệm tối ưu giảm lần lượt 

khoảng 29,46%; 29,46% và 29,47% so với các quy luật chuyển động đối chứng. 

Đối với bài toán chuyển động theo chu trình, giá trị hàm mục tiêu toàn chu trình 

của nghiệm tối ưu giảm lần lượt khoảng 23,01%; 23,10% và 23,06%. Những 

kết quả đó khẳng định tính khả thi và hiệu quả của khung phương pháp mà luận 

án đã đề xuất đối với lớp bài toán điều khiển tối ưu tay máy công nghiệp chịu 

ràng buộc quỹ đạo. 
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KẾT LUẬN CHUNG VÀ HƯỚNG PHÁT TRIỂN TIẾP THEO 

Kết luận chung 

Từ nội dung và kết quả đạt được của luận án, có thể rút ra các kết luận 

sau: 

1- Luận án đã xây dựng được một khung phương pháp nghiên cứu tương 

đối thống nhất cho lớp bài toán phân tích động lực học và tối ưu hóa chuyển 

động tay máy công nghiệp. Trong khung đó, phương pháp ma trận truyền được 

sử dụng để mô tả động học, phương trình Lagrange loại 2 dạng ma trận được 

sử dụng để thiết lập mô hình động lực học của hệ không ràng buộc, nguyên lý 

phù hợp được sử dụng để xây dựng phương trình chuyển động của hệ chịu ràng 

buộc, còn nguyên lý cực đại Pontryagin được sử dụng để thiết lập các điều kiện 

cần tối ưu. Sự kết hợp các công cụ này cho phép hình thành một khung nghiên 

cứu chặt chẽ, đi từ mô hình cơ học đến bài toán điều khiển tối ưu. 

2- Đối với bài toán chuyển động điểm-điểm, luận án đã phát biểu, xây 

dựng và giải được bài toán điều khiển tối ưu cho hai trường hợp tiêu biểu là 

chuyển động đến điểm đích và chuyển động theo chu trình. Kết quả thu được 

cho thấy các mô hình động lực học được thiết lập là phù hợp, bài toán tối ưu 

được phát biểu đúng đắn, và lời giải tối ưu thu được bảo đảm tay máy thực hiện 

đúng yêu cầu chuyển động với các biến khớp, vận tốc khớp và tín hiệu điều 

khiển biến thiên liên tục, hợp lý về mặt cơ học. 

3- Đối với bài toán chuyển động chịu ràng buộc quỹ đạo điểm cuối, luận 

án đã mở rộng được khung phương pháp từ hệ không ràng buộc sang hệ chịu 

ràng buộc hình học. Trên cơ sở đó, luận án đã khảo sát hai trường hợp là chuyển 

động đơn một lần theo quỹ đạo định sẵn và chuyển động theo chu kỳ trên quỹ 

đạo định sẵn. Các kết quả nghiên cứu cho thấy phương trình chuyển động của 

hệ chịu ràng buộc có thể được thiết lập dưới dạng thích hợp để áp dụng nguyên 

lý Pontryagin, từ đó xác định được luật điều khiển tối ưu bảo đảm điểm tác 

động cuối bám đúng quỹ đạo yêu cầu trong suốt quá trình chuyển động. 
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4- Các kết quả mô phỏng số trong luận án cho thấy nghiệm tối ưu thu được 

có ý nghĩa không chỉ về mặt toán học mà còn về mặt cơ học. Trong các trường 

hợp khảo sát, quỹ đạo chuyển động của điểm tác động cuối được thực hiện theo 

yêu cầu, các tọa độ suy rộng, vận tốc suy rộng và lực/mômen điều khiển biến 

thiên liên tục, không xuất hiện đột biến bất thường. Đặc biệt, các kết quả so 

sánh định lượng với các quy luật chuyển động đối chứng như đa thức bậc ba, 

đa thức bậc năm và S-curve cho thấy nghiệm tối ưu theo Pontryagin làm giảm 

rõ rệt giá trị hàm mục tiêu. 

5- Về mặt đóng góp, luận án không chỉ dừng ở việc áp dụng các kết quả 

lý thuyết đã biết cho các mô hình cụ thể, mà đã tổ chức và phát triển được một 

hướng xử lý có tính hệ thống cho lớp bài toán động lực học và điều khiển tối 

ưu tay máy công nghiệp. Các mô hình tay máy phẳng 3 bậc tự do được khảo 

sát trong luận án đóng vai trò minh họa và kiểm chứng cho khung phương pháp 

đề xuất. Thông qua các trường hợp chuyển động điểm-điểm, chuyển động theo 

chu trình, chuyển động chịu ràng buộc quỹ đạo điểm cuối và chuyển động theo 

chu trình trên quỹ đạo định sẵn, luận án đã làm rõ khả năng áp dụng của khung 

phương pháp đối với nhiều dạng yêu cầu chuyển động khác nhau của tay máy 

công nghiệp. 

Hướng phát triển tiếp theo 

1- Mở rộng hướng nghiên cứu của luận án cho các mô hình tay máy robot 

có cấu trúc không gian và số bậc tự do lớn hơn.  

2- Nghiên cứu bổ sung vào mô hình động lực học các yếu tố ảnh hưởng 

thực tế như môi trường có vật cản, sai lệch mô hình động lực học, tính đàn hồi 

của khâu và khớp.  

3- Nghiên cứu kiểm chứng bằng thực nghiệm trên mô hình tay máy robot 

cụ thể. 
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PHỤ LỤC 

Thuật toán giải hệ phương trình biên hai điểm 

1. Phần mềm và phương pháp giải 

- Phần mềm sử dụng: MATLAB® phiên bản R2023b; 

- Thư viện sử dụng: CasADi; 

- Bộ giải sử dụng: IPOPT; 

- Phương pháp giải: phương pháp điểm ghép (collocation method). 

2. Các bước của thuật toán giải 

Bước 1. Xây dựng mô hình động lực học của tay máy 

Mô hình động lực học của tay máy được viết dưới dạng: 

T T

;

qt

c c

= +

    
= − + = − +     =   

    

Aq Q Q

Q u F u G F G
q q



 

Sau đó, hệ được chuyển về dạng trạng thái: 

( ),
 

=   = 
 

q
x x f x,u

q



 

qdd = solve(Aq, u - Qqt - G - Fvis); 

x    = [q; qd]; 

xdot = [qd; qdd]; 

fX = Function( ... 

    'fX_RRP1', ... 

    {x, u}, ... 

    {xdot}); 

Bước 2. Thiết lập Hamiltonian 

p  = SX.sym('p',  nx, 1); 

Rv = SX.sym('Rv', nu, 1); 

 

Rmat = diag(Rv); 

 

H_effort = 0.5*(u.'*Rmat*u) + p.'*xdot; 
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Hx = jacobian(H_effort, x).'; 

Hp = jacobian(H_effort, p).'; 

Hu = jacobian(H_effort, u).'; 

 

pdot_effort = -Hx; 

dHdu_effort = Hu; 

Bước 3. Thiết lập hệ điều kiện Pontryagin 

fHam = Function( ... 

    'fHam_RRP1', ... 

    {x, p, u, Rv}, ... 

    {Hp, -Hx, Hu, H_effort}); 

Bước 4. Thiết lập lưới thời gian và các biến cần tìm 

N = 100; 

h = tf/N; 

tgrid = linspace(0, tf, N+1); 

Ở mỗi nút thời gian, các biến trạng thái, biến liên hợp và biến điều khiển được 

xem là biến cần tìm: 

opti = Opti(); 

 

X = opti.variable(nx, N+1); 

P = opti.variable(nx, N+1); 

U = opti.variable(nu, N+1); 

Bước 5. Áp đặt điều kiện biên của trạng thái 

opti.subject_to(X(:,1)   == par.x0); 

opti.subject_to(X(:,end) == par.xf); 

Bước 6. Rời rạc hóa hệ Pontryagin 

Phương trình trạng thái và liên hợp được rời rạc hoá theo công thức sau: 

( )

( )

1 1

1 1

2

2

k k k k

k k k k

h
x x x x

h
p p p p

+ +

+ +

− = +

− = +





 

for k = 1:N 
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    xk   = X(:,k); 

    xkp1 = X(:,k+1); 

 

    pk   = P(:,k); 

    pkp1 = P(:,k+1); 

 

    uk   = U(:,k); 

    ukp1 = U(:,k+1); 

 

    [xdot_k,   pdot_k,   ~, ~] = dyn.fHam(xk,   pk,   

uk,   Rv); 

    [xdot_kp1, pdot_kp1, ~, ~] = dyn.fHam(xkp1, pkp1, 

ukp1, Rv); 

 

    opti.subject_to(xkp1 - xk == h/2*(xdot_k + 

xdot_kp1)); 

 

    opti.subject_to(pkp1 - pk == h/2*(pdot_k + 

pdot_kp1)); 

 

end 

Như vậy, hệ vi phân liên tục của Pontryagin được chuyển thành hệ ràng buộc 

đại số phi tuyến tại các nút thời gian. 

Bước 7. Áp đặt điều kiện dừng theo điều khiển 

for k = 1:N+1 

 

    xk = X(:,k); 

    pk = P(:,k); 

    uk = U(:,k); 

 

    [~, ~, Hu_k, ~] = dyn.fHam(xk, pk, uk, Rv); 

 

    opti.subject_to(Hu_k == 0); 
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end 

Bước 8. Khởi tạo nghiệm cho bài toán gián tiếp 

Do hệ phương trình biên hai điểm có tính phi tuyến mạnh, nghiệm khởi tạo có 

ảnh hưởng lớn đến khả năng hội tụ. Vì vậy, trước tiên bài toán được giải bằng 

phương pháp điểm ghép trực tiếp (direct collocation) để thu được nghiệm ban 

đầu cho X và U. Từ nghiệm này, giá trị ban đầu của biến liên hợp P được xây 

dựng dựa trên điều kiện / 0iH u  = . 

Trong chương trình giải gián tiếp hệ phương trình trạng thái và liên hợp, nghiệm 

khởi tạo được nạp như sau: 

load('sol_DirectCollocation_Guess.mat', ... 

     'tgrid', ... 

     'X_sol', ... 

     'U_sol', ... 

     'P_guess', ... 

     'J_sol', ... 

     'N', ... 

     'h'); 

 

X_dc = X_sol; 

U_dc = U_sol; 

P_dc = P_guess; 

Sau đó, các giá trị này được dùng làm nghiệm ban đầu cho bộ giải: 

for k = 1:N+1 

 

    opti.set_initial(X(:,k), X_dc(:,k)); 

    opti.set_initial(P(:,k), P_dc(:,k)); 

    opti.set_initial(U(:,k), U_dc(:,k)); 

 

end 

Bước 9. Giải hệ phương trình phi tuyến bằng IPOPT 

Sau khi thiết lập các ràng buộc, bài toán được giải bằng bộ giải IPOPT.  

opts = struct; 
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opts.expand = true; 

 

opts.ipopt.max_iter = 5000; 

opts.ipopt.tol = 1e-8; 

opts.ipopt.constr_viol_tol = 1e-8; 

opts.ipopt.acceptable_tol = 1e-6; 

opts.ipopt.acceptable_constr_viol_tol = 1e-6; 

 

opti.solver('ipopt', opts); 

 

sol = opti.solve(); 

Nghiệm thu được sau đó sử dụng hàm plot để vẽ đồ thị. 


